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Wstep

W 2016 r. weszta w zycie Dyrektywa Solvency II, bedaca najwazniejsza zmiang regulacyjng
na unijnym rynku ubezpieczeniowym od ponad 30 lat. Wprowadza nowe, jednolite dla wszyst-
kich krajow UE wymogi w zakresie zarzadzania ryzykiem i okreSlania wyptacalnosci. Celem
jest zwiekszenie bezpieczenstwa funkcjonowania zaktadéw ubezpieczen oraz ochrona ubezpie-
czonych przed ich niewyptacalnoscia. Realizacje tych zatozen ma gwarantowac spetnienie przez
firmy ubezpieczeniowe dwéch wymogdéw kapitatowych: minimalnego wymogu wyptacalnosci
(ang. Minimum Capital Requirement - MCR) oraz wymogu kapitatlowego wyptacalnosci (ang.
Solvency Capital Requirement - SCR). SCR definiowany jest jako kapital ekonomiczny (ang.
economic capital), ktéry powinien zapewni¢ bezpieczernistwo ubezpieczonym w przypadku wy-
stapienia nieprzewidzianych strat. Powinien z prawdopodobienistwem 0.995 gwarantowad, ze
ubezpieczyciel w ciagu 12 miesigcy bedzie w stanie wypetnia¢ swoje zobowigzania. Jest obli-
czany przynajmniej raz w roku oraz gdy nastgpi istotna zmiana profilu ryzyka ubezpieczyciela.
Dyrektywa podaje metody wyznaczania MCR oraz SCR w postaci tzw. formuly standardowe;j
(FS). Zgodnie z ta formula, SCR zaktadu ubezpieczen ustala si¢ w drodze agregacji wymo-
géw kapitatowych dla poszczegdlnych modutéw i podmoduléw ryzyka. Ze wzgledu na fakt,
ze nie wszystkie czynniki ryzyka realizuja si¢ w tym samym czasie, wyznaczony w wyniku
agregacji SCR jest na ogot nie wigkszy niz suma wymogow kapitatowych dla poszczegdlnych
modutéw 1 podmodutéw. W takiej sytuacji dywersyfikacja ryzyka oraz prawidtowo oszacowany
efekt dywersyfikacji (ED) stanowig kluczowy element procesu zarzadzania ryzykiem w zakla-
dach ubezpieczeri. Mechanizm ten umozliwia agregacje jednostek narazonych na identyczne
lub zblizone kategorie ryzyka w ramach portfeli, co prowadzi do ograniczenia potencjalnych
negatywnych konsekwencji finansowych na poziomie poszczegdlnych podmiotéw. Ponadto,
efekt dywersyfikacji stwarza zaktadom ubezpieczen mozliwos¢ efektywnego zarzadzania zroz-
nicowanymi kategoriami ryzyka oraz ich nat¢zeniem, na ktére narazone sg zaréwno portfele
ubezpieczeniowe, jak i poszczegdlne linie biznesowe oraz portfele inwestycyjne.

Z metodologicznego punktu widzenia oszacowanie na adekwatnym poziomie ED wymaga
uwzglednienia w procesie agregacji wlaSciwej struktury zalezno$ci miedzy agregowanymi ry-
zykami. W ramach formuty standardowej wymogi kapitalowe agreguje si¢ z wykorzystaniem
metody wariancji—kowariancji, w ktérej macierz korelacji zostata podana i ustalona w dyrek-
tywie. Zatem kazdy z zaktadéw ubezpieczefi w Unii Europejskiej (UE), stosujac FS, musi
korzysta¢ z doktadnie takiej samej macierzy korelacji. Stosujac t¢ metode, otrzymuje si¢ osza-
cowanie ED na adekwatnym poziomie, pod warunkiem ze agregowane ryzyka ubezpieczyciela
podlegaja wielowymiarowemu rozktadowi normalnemu.

W praktyce jednak ryzyka cze¢sto maja rozktady rézne od wielowymiarowego rozktadu
normalnego, co sprawia, ze wspoiczynnik korelacji liniowej jest niewystarczajacy w okreSle-
niu zaleznoSci, poniewaz nie wychwytuje relacji innych niz liniowe. Twércy dyrektywy podali
takze wartos$ci korelacji rowne 0. Nalezy podkresli¢, ze wartos$¢ korelacji réwna zero nie ozna-
cza braku zaleznoSci. Oznacza jedynie brak zwigzku liniowego, co w praktyce moze prowadzi¢
do sprzecznych wnioskéw. Co najistotniejsze, miara korelacji liniowej jest rOwniez bardzo
wrazliwa na obserwacje odstajace, przez co pojedyncze ekstremalne zdarzenia mogg w istotny
sposob znieksztalci¢ wyniki tej miary. W konsekwencji efekt dywersyfikacji jest szacowany
przy uzyciu metod, ktére moga niewlasciwie przypisywac relacje miedzy czynnikami ryzyka.
Prowadzi to do niedoszacowania lub przeszacowania SCR i w istotny spos6b wptywa na funk-
cjonowanie zaktadu ubezpieczen oraz na jego wyptacalnos$¢. Z niedoskonatosci FS zdaja sobie



sprawe sami autorzy Dyrektywy, zalecajac poszukiwanie i stosowanie modeli wewnetrznych,
ktére w lepszym stopniu odzwierciedlajg profil ryzyka ubezpieczyciela niz wykorzystanie FS.
Kazdy model wewnetrzny musi zosta¢ zaakceptowany przez organ nadzoru - w Polsce jest to
Komisja Nadzoru Finansowego. Watpliwos$ci ma takze Europejski Urzad Nadzoru Ubezpieczen
1 Pracowniczych Programéw Emerytalnych (ang. European Insurance and Occupational Pen-
sions Authority - EIOPA), ktéry w pazdzierniku 2020 r. rozpoczat ogélnoeuropejskie badanie
poréwnawcze dotyczace dywersyfikacji w modelach wewn¢trznych. Cel badania EIOPA jest
trojaki:

1. Uzyskanie przegladu obecnych podej$¢ na rynku w zakresie okreSlania ED oraz przeana-
lizowanie i poréwnanie ich poziomu.

2. Lepsze zrozumienie zwiazku miedzy sposobami modelowania zaleznoSci a agregacja
ryzyka oraz wynikajacymi z nich korzySciami z dywersyfikacji.

3. Poprawa jakosci 1 konwergencji nadzoru nad dywersyfikacja w modelach wewnetrznych.

W dalszych rozwazaniach centralne miejsce zajmuje model agregacji, rozumiany jako
sposOb przejscia od indywidualnych zmiennych ryzyka do zmiennej zagregowanego ryzyka,
na podstawie ktorej wyznacza si¢ kapitatowy wymog wyplacalnosci. Formalnie, niech X =
(X1, ..., X4) oznacza wektor indywidualnych (agregowanych) ryzyk o rozktadach brzegowych
Fi,...,F,.

Model agregacji obejmuje trzy elementy: (i) specyfikacje rozktadéw brzegowych F;, (ii)
opis struktury zalezno$ci miedzy sktadowymi X (np. poprzez macierz korelacji, kopule lub
inng reprezentacje wspotzaleznosci, w tym zaleznoSci ogonowe), oraz (iii) regule agregacji
¥ () prowadzaca do zmiennej zagregowanej ¥ = ¢ (X) (w praktyce najczesciej ¥ = Zle X)).
Na podstawie ¥ wyznacza si¢ kapitatlowy wymdg wyptacalnosci SCR.

W formule standardowej Solvency Il role modelu agregacji petni metoda wariancji-kowariancji
z ustalong macierza korelacji, ktéra zastepuje szczegdtowy opis wspétzaleznosci migdzy dwiema
agregowanymi ryzykami jedna liczba (wspoétczynnikiem korelacji liniowej). Zatozenie to jest
adekwatne przy wielowymiarowym rozktadzie normalnym i stabych zaleznoSciach ogonowych,
lecz w praktyce moze odbiega¢ od profilu ryzyka zaktadu. W efekcie zaréwno SCR, jak i
szacowany efekt dywersyfikacji staja si¢ funkcja niepewnosci co do struktury zaleznoSci, a
wigc sg na ryzyko modelu. Ocena tej niepewnosci oraz jej wplywu na stabilno$¢ (odpornosc)
wynikow stanowi bezposrednie uzasadnienie dla rozwazania alternatywnych modeli agregaciji,
w ktorych zaleznoSci moga by¢ odwzorowane doktadniej (np. poprzez kopule, kaskady kopul
lub komponenty oparte na uczeniu maszynowym).

Ponizej sprecyzowano zamierzenia badawcze oraz hipotezy dotyczace: (i) iloSciowej oceny
ryzyka modelu agregacji wynikajacego z niepewnej struktury zaleznosci, (ii) wykorzystania tej
oceny do badania odpornosci oszacowan SCR i efektu dywersyfikacji na scenariusze skrajnie
niekorzystnych wspo6tzaleznosci oraz (iii) poréwnania formuty standardowej z metodami agre-
gacji opartymi na kopulach i uczeniu maszynowym, ktére moga by¢ zastosowane w modelach
wewnetrznych.

Za cel gléwny przyjeto iloSciowa ocene ryzyka modelu standardowej formuty agregacji wy-
mogow kapitatowych w Solvency II, wynikajacego z niepewnosci struktury zaleznosci miedzy
rodzajami ryzyka, oraz opracowanie i porOwnanie alternatywnych metod agregacji opartych
na kopulach 1 uczeniu maszynowym, mozliwych do zastosowania w modelach wewne¢trznych.



Uzyskane wyniki zostang wykorzystane do oceny odpornosci SCR oraz efektu dywersyfikacji
na skrajne scenariusze wspoétzaleznosci.
Cel ten doprecyzowano o§mioma celami szczegétowymi:

Cl:

C2:

C3:

C4:

C5:

Co6:

C7:

C8:

Scharakteryzowanie formuly standardowej stosowanej w Solvency II do wyznaczania
kapitatowych wymogéw wypltacalnosci, w tym zatozerh metody wariancji—kowariancji
oraz roli macierzy korelacji.

Omowienie zastosowan uczenia maszynowego w dziatalnosSci ubezpieczycieli ze szcze-
g6lnym uwzglednieniem wyplacalnosci i wsparcia procesOw agregacji ryzyka.

Zaprezentowanie sposobow agregacji ryzyka przy braku, czeSciowej oraz pelnej infor-
macji o strukturze zalezno$ci mi¢dzy rodzajami ryzyka.

Scharakteryzowanie ryzyka modelu w kontek$cie Solvency II oraz opracowanie i za-
stosowanie podejScia iloSciowego do oceny ryzyka modelu agregacji wynikajacego z
niepewnej struktury zalezno$ci mi¢dzy agregowanymi ryzykami.

Okreslenie wptywu niepewnoSci wspolczynnika korelacji oraz zaleznoSci w ogonach
rozktadu na SCR i korzysci z dywersyfikacji.

Wskazanie 1 rozwiniecie metod modelowania zaleznoSci faczacych kopule 1 techniki ucze-
nia maszynowego, ktére zastosowane w procesie agregacji pozwola wiarygodnie uchwy-
ci¢ rzeczywistg strukture wspoétzaleznosci miedzy ryzykami, a tym samym umozliwig
okreslenie kapitatowego wymogu wyptacalnosci oraz efektu dywersyfikacji na adekwat-
nym poziomie.

Opracowanie narzedzi umozliwiajagcych wyznaczenie dolnego i gérnego ograniczenia
wartoSci zagrozonej (VaR) dla zagregowanego ryzka dostosowanych do réznego zakresu
informacji o zaleznoSciach.

Zbadanie ryzyka modelu formuty standardowej (FS) z wykorzystaniem dolnego i gérnego
ograniczenia VaR oraz wskazanie sytuacji potencjalnego niedoszacowania lub przesza-
cowania SCR.

W odniesieniu do przedstawionych celéw badawczych sformutowano nastepujaca hipoteze
gtowna:

HG: NiepewnoS$¢ struktury zalezno$ci miedzy rodzajami ryzyka generuje istotne ryzyko modelu
w formule standardowej Solvency II, przez co wyniki SCR i efekt dywersyfikacji uzyskane z
FS nie sg odporne na skrajne scenariusze wspoétzaleznoSci, natomiast metody agregacji oparte
na kopulach i uczeniu maszynowym, lepiej odwzorowujace rzeczywiste zaleznosci, dostarczaja
stabilniejszych 1 bardziej adekwatnych oszacowan.

Opis zamierzen badawczych domyka zestaw hipotez szczegétowych, ktdre rozwijaja i precyzuja
hipoteze gtéwna:

H1:

Jednowymiarowe rozktady agregowanych zmiennych ryzyka estymowane przez sztuczne
sieci neuronowe lepiej odzwierciedlaja dane poza proba niz rozktady parametryczne.



H2: Modele wykorzystujace uczenie maszynowe lepiej identyfikuja nieliniowe struktury za-
leznoSci miedzy ryzykami niz modele parametryczne z gory narzucong strukturg za-
leznoSci, dzigki czemu dostarczaja doktadniejszych prognoz kwantyli straty i bardziej
adekwatnych pozioméw SCR.

H3: TloSciowa ocena ryzyka modelu agregacji umozliwia wskazanie, kiedy formuta standar-
dowa zaniza lub zawyza kapitatowe wymogi wyptacalnosci, przez co dostarcza podstaw
do ustalania buforéw kapitalowych i parametréw reasekuracji, redukujac ryzyko bfedne;j
oceny SCR przy niepewnej strukturze zaleznoSci.

H4: Poszerzanie wiarygodnej informacji o strukturze zaleznoSci mi¢dzy ryzykami, od braku
wiedzy po pelniejszg specyfikacje, systematycznie zaweza pasmo niepewnosci oszacowan
SCR 1 stabilizuje oceng efektu dywersyfikacji.

Ryzyko modelu, rozumiane jako mozliwo$¢ uzyskania znieksztalconych wynikéw wskutek
btednych zatozen, uproszczeni lub niepewnosci zwigzanej z estymacja, ma szczegolne znaczenie
w modelach agregacji ryzyka. Modele te przeksztalcaja informacje o rozktadach brzegowych
poszczegblnych rodzajéw ryzyka oraz o ich wspétzaleznosciach w miary ryzyka portfelowego
(np. VaR, SCR). NiepewnoS$¢ co do ksztaltu rozktadéw, parametréw i struktury zalezno$ci
(w tym w ogonach) przektada si¢ bezposrednio na niepewno$¢ wielkosSci kapitalowych oraz
na ocen¢ efektu dywersyfikacji. W tym ujeciu odpornos¢ stanowi lustrzane odbicie ryzyka
modelu: im wieksza wrazliwoS¢ wynikOw na skrajne konfiguracje zaleznosci, tym wyzsze
ryzyko modelu i tym stabsza odporno§¢ otrzymanych oszacowan. Innymi stowy, jezeli miary
1 procedury iloSciowej oceny ryzyka modelu potwierdzajg stabilno§¢ wynikéw wobec skrajnie
niekorzystnych scenariuszy wspétzaleznosci, model spetnia kryterium odpornosci.

Praca ma charakter teoretyczno-empiryczny. Teoretyczna czeS¢ pracy porzadkuje zagadnie-
nia wokot kilku kluczowych probleméw. Po pierwsze, przedstawia ramy regulacyjne Solvency II
oraz role agregacji w wyznaczaniu SCR, wskazujac ograniczenia formuly standardowej oparte;j
na metodzie wariancji—kowariancji oraz stalej macierzy korelacji (m.in. zalozenie wielowymia-
rowej normalnosci oraz nieuwzglednianie zaleznosci ogonowych). Centralnym watkiem jest tu
odpornos¢é wynikéw na skrajne, zwtaszcza niekorzystne scenariusze wspotzaleznosci.

Po drugie, zarysowuje aparat matematyczny: miary ryzyka, pojecie efektu dywersyfikacji
oraz definicj¢ ,,modelu agregacji” jako kombinacji rozktadéw brzegowych, struktury zaleznosci
1 reguly taczenia ryzyk. Omawia metody opisu zaleznosci z wykorzystaniem kopul w podejSciu
parametrycznym i nieparametrycznym. Omawia, jak rézny zakres informacji o zaleznosciach
(petna, czgSciowa, brak) przektada si¢ na graniczne oszacowania zagregowanego ryzyka.

Po trzecie, przedstawia rozw0] uczenia maszynowego jako uzupetnienie lub alternatywe
dla klasycznych podejs¢, podkreslajac ich zdolno$¢ do uchwycenia ztozonych, nieliniowych
struktur zaleznoSci. Akcentuje synergie z teorig kopul. Uczenie maszynowe wspiera estymacje
1 aproksymacje ztozonych struktur zaleznosci (w tym identyfikacje postaci kopuli), za$ kopule
stuzg do redukcji wymiaru oraz do generowania syntetycznych danych uczacych w sytuacjach
z lukami lub ograniczeniami poufnosci. W konteksScie agregacji narzedzia te moga podnosic¢
adekwatnosc¢ 1 odpornos¢ oszacowan wzgledem formuly standardowe;.

Po czwarte, porzadkuje pojecie ryzyka modelu, wskazujac jego podstawowe kategorie (kon-
cepcyjne, implementacyjne, zwigzane z jakoScig danych oraz nadmiernym dopasowaniem) oraz
Zrédta (ludzkie, technologiczne, Srodowiskowe), a nastepnie przechodzi do jego oceny w ujeciu
jakosciowym i iloSciowym w realiach Solvency II.



W efekcie ta cze$¢ dostarcza spdjnych podstaw teoretycznych do badania najwazniejszego
problemu pracy: na ile wyniki modeli agregacji - zwlaszcza formuly standardowej - pozo-
stajg odporne na ekstremalne scenariusze zaleznoSci oraz w jaki sposéb alternatywne opisy
wspotzaleznosci (kopule, kaskady kopul, metody uczenia maszynowego) moga te odpornosé
wzmacniac.

W czesci empirycznej prowadzone badania obejmujg dwa zasadnicze obszary. Pierwszy
dotyczy modelowania zaleznosci pomig¢dzy ryzykami z wykorzystaniem metod uczenia maszy-
nowego, ktére mogg znaleZ¢ zastosowanie w budowie modeli wewnetrznych. Drugi koncentruje
si¢ na badaniu wrazliwoSci miary VaR na przyjeta strukture zaleznosci oraz na iloSciowej ocenie
ryzyka modelu w formule standardowej Solvency II. Ocena ta stuzy bezposrednio do badania
odpornoSci wynikéw SCR oraz efektu dywersyfikacji na skrajnie niekorzystne scenariusze
wspotzaleznosci.

W pierwszym etapie badania wykorzystano dane modutu ubezpieczeri majatkowych, po-
chodzace ze sprawozdan o wyptacalnosci i kondycji finansowej (ang. Solvency and Financial
Condition Report — SFCR) ubezpieczycieli z Niemiec. Kapitalowy wymég wyplacalnosci wy-
znaczano w oparciu o wielowymiarowy rozktad skonstruowany zgodnie z twierdzeniem Sklara,
poprzez dekompozycje na rozklady brzegowe poszczegdlnych ryzyk oraz kopule opisujaca
strukture zaleznoSci miedzy nimi. Zastosowano dwa podejScia: parametryczne i nieparame-
tryczne. W podejsciu parametrycznym dopasowywano rozktady brzegowe, a strukture zalezno-
$ci modelowano kaskada kopul. W podejSciu nieparametrycznym konstrukcja rozktadu wielo-
wymiarowego opierala si¢ na architekturze sieci neuronowych: dla kazdego ryzyka budowano
sie¢, estymujaca rozktad brzegowy, z funkcjg straty opartg na log-wiarygodnosci oraz ogranicze-
niami, zapewniajacymi zgodno$¢ z wlasno$ciami dystrybuanty jednowymiarowej. Odrebna sie¢
odwzorowywala strukture zaleznosci przy natozonych warunkach wynikajacych z teorii kopuli.
Po oszacowaniu rozktadéw brzegowych i zaleznoS$ci konstruowano rozkiad wielowymiarowy,
a nastepnie wyznaczano SCR oraz efekt dywersyfikacji. Uzyskane wyniki poréwnano z warto-
Sciami otrzymanymi w formule standardowej, co pozwolito oceni¢ réznice wynikajace z wyboru
podejscia do modelowania zaleznoS$ci. Walidacje przeprowadzono dwuetapowo: (i) poréwnano
dopasowanie rozktadéw brzegowych, (ii) oceniono dopasowanie rozktadéw wielowymiarowych
z uzyciem miar jakoSci prognoz probabilistycznych, w tym odleglosci energetycznej. W tym
ujeciu lepsza identyfikacja rozktadéw brzegowych i wspétzaleznosci sprzyja adekwatniejszym
oszacowaniom SCR.

W drugim etapie opracowano cztery algorytmy do badania wptywu struktury zaleznosci
na VaR i w konsekwencji do iloSciowej oceny ryzyka modelu FS. Pierwszy algorytm zaktada
wielowymiarowg normalno$¢ oraz znajomo$¢ macierzy korelacji i bada wrazliwo$¢ VaR na
zmiany wspotczynnika korelacji p. Drugi i trzeci algorytm skupiaja si¢ na niejednoznacznosci
opisu zaleznoSci przez korelacje liniowa: przy danych rozktadach brzegowych (a) wyznaczano
parametry kopuli Archimedesa odpowiadajace zadanemu wspoétczynnikowi korelacji p metoda
siecznych, (b) poszukiwano dla ustalonego p struktury zalezno$ci maksymalizujacej VaR z wy-
korzystaniem wielokryterialnej optymalizacji Pareto. Czwarty algorytm stuzy ocenie wplywu
niepewnosci w ogonach rozktadu: przy znanych rozktadach brzegowych zalezno$¢ opisywano
znieksztatcong mieszanka kopul, z rozréznieniem czgSci centralnej 1 ogonéw. Wykorzystujac
symulowane wyzarzanie, poszukiwano takiej kombinacji kopul w ogonach, ktéra prowadzi do
najwyzszej wartoSci VaR. Uzyskane wyniki postuzyly do oceny ryzyka modelu agregacji sto-
sowanego w formule standardowej Solvency II przy wyznaczaniu SCR, opartego na metodzie
wariancji—kowariancji.
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Struktura rozprawy odzwierciedla powyzsze etapy badan. W rozdziale pierwszym przed-
stawiono zarys dyrektywy Solvency II, jej gtéwne zatozenia oraz znaczenie dla systemu zarza-
dzania ryzykiem w sektorze ubezpieczeniowym. Zaprezentowano formul¢ standardowg wraz
ze sposobem agregacji ryzyka w modutach i podmodutach oraz oméwiono watpliwosci EIOPA
wynikajace z badan dotyczacych stosowania FS w Unii Europejskiej, a takze role modeli we-
wnetrznych 1 wymogi formalne zwigzane z ich wdrazaniem.

Rozdzial drugi wprowadza matematyczne podstawy miar ryzyka oraz pojecie agregacji
ryzyka. Na podstawie literatury dokonano podzialu metod agregacji na techniki faczace kapi-
taly ekonomiczne lub miary ryzyka bez opisu rzeczywistej struktury zaleznoSci oraz podejscia
oparte na rozktadach wielowymiarowych i jawnej strukturze wspoétzaleznoSci, przy czym uwaga
koncentruje si¢ na tej drugiej klasie. Zdefiniowano efekt dywersyfikacji i omoéwiono jego zna-
czenie w ubezpieczeniach, a nast¢pnie przedstawiono metody agregacji, bazujace na kopulach
W ujeciu parametrycznym 1 nieparametrycznym. Zaprezentowano takze przeglad podejs¢ ba-
dajacych wptyw informacji o zaleznoSciach na zagregowane ryzyko i efekt dywersyfikacji,
porzadkujac je wedlug zakresu wiedzy: petna znajomos¢ rozktadu wielowymiarowego, znane
rozktady brzegowe z cze¢Sciowa informacja o zaleznoSciach oraz wytacznie rozktady brzegowe.

Rozdzial trzeci zawiera syntetyczna charakterystyke wybranych metod uczenia maszyno-
wego oraz przyktady ich zastosowant w ubezpieczeniach, m.in. w ocenie ryzyka, wycenie polis
1 detekcji naduzy¢. Na podstawie przegladu literatury pokazano sposoby taczenia uczenia ma-
szynowego z kopulami, od estymacji i identyfikacji struktur zaleznos$ci po wykorzystanie kopul
do redukcji wymiaru 1 generowania syntetycznych danych uczacych.

Rozdziat czwarty porzadkuje zagadnienie ryzyka modelu. Definiuje pojecia modeluiryzyka
modelu, ilustruje ich znaczenie przyktadami historycznymi z sektora finansowego Zapropono-
wano w nim autorskg klasyfikacje ryzyka modelu wedtug rodzajoéw i Zrédet. Cato$¢ osadzono
w realiach Solvency II, ze szczegélnym uwzglednieniem ryzyk wynikajacych ze stosowania
FS oraz potencjalnych zagrozen zwigzanych z modelami wewnetrznymi. Przedstawiono ramy
oceny ryzyka modelu: elementy zarzadzania modelem, podejScie jakoSciowe oraz komponent
iloSciowy oparty na wskaznikach mierzacych wptyw zatozen modelowych na aczny poziom
ryzyka oraz niepewnoSci wynikow.

W rozdziale pigtym przedstawiono autorskie nieparametryczne podejScie do wyznacza-
nia SCR oraz efektu dywersyfikacji, oparte na kopulach i uczeniu maszynowym. Bazuje ono
na architekturze dwoch glebokich sieci neuronowych, pierwszej estymujacej rozktady brze-
gowe poszczegllnych ryzyk, drugiej estymujacej strukture zaleznos$ci. Zaproponowang metode
poréwnano z podejsciem parametrycznym, bazujagcym na kaskadach kopul. W tym celu, wyko-
rzystujac oba podejScia, agregowano ryzyko czterech segmentéw ubezpieczyciela; doktadniej,
agregowanymi ryzykami byly wskazniki zespolone wyznaczone dla tych segmentéw na podsta-
wie danych pochodzacych ze sprawozdafi SFCR dla rynku niemieckiego. Dopasowanie modelu
w podejSciu parametrycznym oraz uczenie w podej$ciu nieparametrycznym przeprowadzono
na zbiorze treningowym, a weryfikacje na zbiorze testowym z uzyciem log-wiarygodnosci oraz
odlegtosci energetycznej. Uzyskane wyniki wskazuja na przewage podejScia bazujgcego na
gltebokich sieciach neuronowych.

W rozdziale sz6stym oceniono wplyw struktury zaleznoSci migdzy agregowanymi ryzykami
na SCR, wykorzystujac cztery autorskie algorytmy. Pierwszy bada wrazliwo$¢ VaR na zmiany
wspotczynnikéw korelacji przy zalozeniu wielowymiarowego rozktadu normalnego. Dwa ko-
lejne pokazuja niewystarczalno$¢ korelacji liniowej w szacowaniu VaR dla zagregowanego
ryzyka; ta sama warto$¢ p moze odpowiada¢ odmiennym strukturom zaleznoSci i prowadzié
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do réznych wynikéw. Ostatni algorytm uwzglednia niepewnos¢ w ogonach rozktadéw, co jest
kluczowe przy wyznaczaniu SCR w rezimie Solvency II. Opracowane procedury postuzyly
do oceny ryzyka modelu agregacji stosowanego w formule standardowej Solvency II przy
wyznaczaniu SCR, opartego na metodzie wariancji—kowariancji, z uzyciem miar opisanych
w rozdziale czwartym. Uzyskane wyniki podkreSlaja znaczenie ryzyka modelu w kontekscie
modeli wewnetrznych oraz stosowania FS, w ktorej zaleznoSci miedzy ryzykami sg opisane
wylacznie macierza korelacji. Pokazuja, ze ta sama wartoS$¢ korelacji moze prowadzi¢ do roz-
nych struktur zaleznosci i odmiennych wynikéw VaR, a nieuwzglednienie tej niepewnosci,
zwlaszcza w ogonach rozktadéw, moze skutkowac istotnym bledem w oszacowaniu wymogow
kapitatlowych.
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1. Szacowanie kapitatlowych wymogow
wyplacalnosSci w Solvency 11

1.1 Ogolna charakterystyka Solvency II

Pierwszym formalnym dziataniem w kierunku koordynacji przepisOw ustawowych, admi-
nistracyjnych i wykonawczych odnoszacych si¢ do podejmowania i prowadzenia dziatalnosci
w dziedzinie ubezpieczefi bezpoSrednich innych niz ubezpieczenia na zycie w Europie byto
wprowadzenie w 1973 r. pierwszej dyrektywy 73/239/EWG a nastgpnie w 1979 r. pierwszej
dyrektywy dotyczacej ubezpieczen na zycie - dyrektywy 79/267/EWG. Skutkiem tych dziatan
byto ujednolicenie wymogéw wyplacalnosci w krajach cztonkowskich Unii Europejskiej. Dy-
rektywa naktadata na zaktady ubezpieczeniowe wymodg posiadania marginesu wyptacalnosci,
skad pochodzi nazwa "Wyptacalnos$¢ 1", czyli "Solvency I". W kolejnych latach udoskona-
lano te dyrektywy poprzez dyrektywy 88/357/EWG, 90/619/EWG, 92/49/EWG 1 92/96/EWG.
W potowie lat 90. XX wieku podjeto na poziomie Europejskim dalsze dzialania majace na
celu poprawe 1 nadanie nowego znaczenia istniejagcym przepisom dotyczacym wyplacalno-
Sci. Przeprowadzono woéwczas badania porownawcze, z ktorych wynikalo, ze obowigzujace
rezerwy dotyczace funduszy wilasnych nie uwzglednialy odpowiednio wszystkich ryzyk, na
jakie narazony jest ubezpieczyciel. Zdecydowano zatem o kompleksowej reformie przepisow
dotyczacych nadzoru ubezpieczeniowego. Ze wzgledu na ztozono$¢ tematu w miedzyczasie
wprowadzano jedynie pilniejsze zmiany poprzez dyrektywe dotyczaca ubezpieczefi na zycie
(dyrektywa 2002/83/WE) oraz dyrektywe dotyczaca wymogow ubezpieczen innych niz na zy-
cie (dyrektywa 2002/13/WE).

Prace nad dyrektywa Solvency II Komisja Europejska rozpoczeta w 2001 r. Ich celem byto
kontynuowanie prac nad wymogami wyptacalnosci zapoczatkowanymi w dyrektywie Solvency
I. Dyrektywa Solvency I miata na celu przeglad 1 aktualizacje unijnego systemu wyplacal-
nosci, ale nie radzita sobie z réznorodnoscia profili ryzyka firm ubezpieczeniowych; dlatego
dyrektywa Solvency II stanowi fundamentalng reforme¢ przepiséw dotyczacych wyptacalnosci
ubezpieczycieli, ktéra miata umozliwi¢ m.in. ujednolicenie w calej UE technik wyceny aktywow
1 pasywow. Zasady Solvency I nadal maja zastosowanie do zaktadéw, do ktérych Solvency Il nie
ma zastosowania (mate zaktady ubezpieczen, instytucje pracownicze programéw emerytalnych
oraz fundusze odpraw po$Smiertnych).

W dyrektywie Solvency II (2009/138/WE) przyjeto kilka zatozen. Pierwsze, organy nad-
zoru powinny posiadaé narzedzia do oceny wyptacalnosci zakladéw ubezpieczen. Narzedzia
te majg umozliwi¢ zaréwno oceng¢ iloSciowa, jak i jakoSciowa dziatalnoSci zaktadéw. Drugim
powodem jest to, ze ubezpieczyciele beda zachecani do odpowiedniego zarzadzania ryzykami,
na ktore beda narazeni. Kolejne zalozenie dotyczy iloSciowego okreslenia wymogow kapita-
fowych, ktére powinny by¢ konstruowane dwupoziomowo jako wymogi kapitatu docelowego i
wymogi kapitalu minimalnego, co datoby organom nadzoru niezbedny czas na uruchomienie
systemu naprawczego w zaktadzie. W dyrektywie przyjeto réwniez zatozenie spdjnosci roz-
wigzan w calym sektorze finansowym, co oznacza, ze zapisy dyrektywy Solvency II maja by¢
zgodne z zasadami przyjetymi w sektorze bankowym. Ze wzgledu na globalne skutki podej-
mowanych przez ubezpieczycieli decyzji, nowy system powinien w szczegdlnosci obejmowac
konglomeraty 1 ubezpieczeniowe grupy kapitalowe. Przyjeto réwniez, ze w catej Unii nalezy
przyjac¢ wspdlne standardy nadzorcze, rachunkowe i sprawozdawcze.
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W Rozporzadzeniu Delegowanym Unii Europejskiej (ang. European Union - UE) 2015/35
z dnia 10 paZzdziernika 2014 r., uzupetniajagcym dyrektywe Parlamentu Europejskiego i Rady
2009/138/WE w sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalno$ci ubezpieczeniowej i reaseku-
racyjnej (Solvency II), wyréznia si¢ trzy gléwne filary: wymogi dotyczace wyceny oraz wymogi
kapitatowe oparte na ryzyku (Filar I), poprawe zarzadzania (Filar II) oraz zwickszenie przej-
rzystoSci (Filar III). Konstrukcja pierwszego filaru w szczegdlnoSci przypomina rozwigzania
przyjete w regulacjach bankowych z 2004 r., zawartych w dokumentach Bazylea II, i opiera
si¢ na trzech powigzanych elementach: SCR, MCR oraz zasadach wyceny. Kazdemu filarowi
przypisano odrebne kategorie ryzyka, ktére odzwierciedlaja specyfike dziatalnoSci zaktadéw
ubezpieczen.

Filar I uwzglednia mierzalne iloSciowo rodzaje ryzyka zwigzane z dziatalnoScia zaktadu
ubezpieczen. Filar II obejmuje wymogi jakoSciowe dotyczace zarzadzania ryzykiem oraz sys-
temu nadzoru zakfadu ubezpieczen, w tym proces wiasnej oceny ryzyka i wyplacalnosci (ang.
Own Risk and Solvency Assessment - ORSA). Filar III obejmuje narz¢dzia do ujawniania
informacji i zapewnienia przejrzystosci, w szczegdlnosci Raport o wyplacalnosci i sytuacji
finansowej zaktadu (ang. Solvency and Financial Condition Report - SFCR), publikowany dla
opinii publicznej, zawierajacy informacje o kapitale, ryzykach i zarzadzaniu zaktadem, oraz
Regularny raport nadzorczy (ang. Regular Supervisory Report - RSR), przekazywany organowi
nadzoru, zawierajacy szczegétowe informacje finansowe i dotyczace ryzyka, w tym wyniki
ORSA.

W Tabeli 1.1 przedstawiamy strukture dyrektywy Solvency II z podziatem na filary, wraz z
ich opisem.

Artykuly
Filar Zakres Opis Rozporzadzenia
i Dyrektywy

Rozporzadzenie  2015/35:

Wymogi ilosciowe SCR, MCR, zasady wyceny ak- Rozdz. II;

I ?E;ycif::‘ﬁl ¢ wyceny tywow i zobowiazafi Dyrektywa 2009/138/WE:
P Art. 75-101

S . . Rozporzadzenie  2015/35:

Ce ystem zarzadzania ryzykiem, .

Wymogi jakoSciowe 2 Rozdz. II-V;
II . system nadzoru zakladéw ubez- .
i nadzorcze 4 . Dyrektywa 2009/138/WE:

pieczeni, proces ORSA Art. 4044

Raporty SFCR i RSR, obo- Rozporzadzenie 2015/35:

I Ujawnianie informacji wigzki sprawozdawcze wobec Rozdz. VI,
1 przejrzystosé organéw nadzoru i opinii pu- Dyrektywa 2009/138/WE:
blicznej Art. 51-53

Tabela 1.1: Filarowa struktura Solvency II.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Filar I okres§la wymagania iloSciowe, koncentrujac si¢ na bilansie ekonomicznym oraz na
wynikajacych z niego funduszach wtasnych. W pierwszej czesci Rozporzadzenia Delegowanego
72014 r. przedstawiono w kolejnych rozdziatach zasady dotyczace wyceny aktywow i pasywow,
rezerw techniczno-ubezpieczeniowych, Srodkow wtasnych, formuty standardowej kapitalowego
wymogu wyplacalnosci, kapitatowego wymogu wyplacalnosci - petnych i czeSciowych modeli
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wewnetrznych, a takze minimalnego wymogu kapitalowego, w tym dotyczacego pozycji seku-
rytyzacyjnych.

Aktywa wycenia si¢ w kwocie, za jakg w warunkach rynkowych moglyby zostaé sprzedane,
natomiast pasywa - w kwocie, za jakg mogtyby zosta¢ przeniesione lub rozliczone w warunkach
rynkowych'.

W rozporzadzeniu Delegowanym z 2014 r. (Art. 9-16) zamieszczono uszczeg6towiony opis
zakresu oraz metod wyceny, wraz z zasadami ogélnymi i hierarchiag wyceny aktywow oraz
zobowigzan. Uwzgledniono takze zobowigzania warunkowe, metody wyceny dla jednostek
powiazanych oraz dla poszczegdlnych kategorii zobowigzan. Okre§lono sktadniki aktywow,
ktérym przypisuje si¢ warto$¢ zerowa (np. warto$¢ firmy oraz wartoSci niematerialne i prawne),
a takze doprecyzowano zasady dotyczace odroczonych podatkéw dochodowych.

Zgodnie z Solvency Il zaktady ubezpieczen zobowigzane sa do tworzenia rezerw techniczno
ubezpieczeniowych w celu pokrycia zobowigzan ubezpieczeniowych lub reasekuracyjnych wo-
bec ubezpieczonych i beneficjentéw. Wartos¢ tych rezerw odpowiada kwocie, jakg zaktad ubez-
pieczefi musiatby posiada¢ na dzier bilansowy w celu uregulowania wszystkich istniejacych
zobowigzan wobec ubezpieczonych. W niektdrych przypadkach obowiazki te moga wykraczac
w przyszto$¢, tak jak ma to miejsce w przypadku ubezpieczen emerytalnych. Do obliczenia re-
zerw techniczno-ubezpieczeniowych wykorzystuje si¢ dane dostepne na rynkach finansowych
oraz ogélnodostepne dane dotyczace ryzyk ubezpieczeniowych?. Wysoko$¢é rezerw techniczno-
ubezpieczeniowych wyznacza si¢ jako sume?:

* najlepszego oszacowania bedacego biezgca wartoScig oczekiwanych przysztych przeply-
woOw pieni¢znych, przy zastosowaniu odpowiedniej struktury terminowej stopy procen-
towej wolnej od ryzyka. Najlepsze oszacowanie wyznacza si¢ w oparciu o aktualne 1
wiarygodne informacje, stosujac metody aktuarialne 1 statystyczne;

* margines ryzyka majacy na celu zwiekszenie wartosci rezerw techniczno ubezpiecze-
niowych do kwoty, jaka zaklad ubezpieczefi lub reasekuracji zazadalby za przejecie
zobowigzan ubezpieczeniowych lub reasekuracyjnych i wywiazania si¢ z nich.

Dodatkowo, wyznaczajac rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe, zaktady ubezpieczen mu-
sza uwzgledni¢ wszystkie wydatki poniesione w zwiazku z obstugg zobowiazan, inflacje oraz
wszystkie platnosci na rzecz ubezpieczajacych oraz beneficjentéw*.

W dyrektywie Solvency II wprowadzono nowg definicje pojecia funduszy wtasnych (ang.
own funds). W polskiej nomenklaturze fundusze wlasne okreSlane sa takze jako Srodki wia-
sne. Srodki wlasne to aktywa wolne od wszelkich przewidywalnych zobowigzan, dostepne na
pokrycie strat wynikajacych z niesprzyjajacych wahan w obszarze prowadzonej dziatalnosci,
zaréwno przy zalozeniu kontynuacji dzialalnosci, jak i przy jej likwidacji®. Zaklad ubezpieczeri
okresla dostepne dla niego Srodki wlasne, dzielac je na dwie grupy:

* podstawowe Srodki wiasne to pozycje bilansowe oraz inne Srodki zaktadu ubezpieczen,
ktore sa dostepne do pokrycia strat i stanowia nadwyzke aktywow nad zobowigzaniami.

Art. 75 dyrektywy Solvency II.
2Art. 76 dyrektywy Solvency II.
3Art. 77 dyrektywy Solvency II.
4Art. 78 dyrektywy Solvency II.
SUstep 48 Preambuly do dyrektywy Solvency II.
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Maja by¢ one wolne od zobowigzan i trwale dostepne do pokrycia strat zar6wno w przy-
padku kontynuacji dziatalnosci, jak i jej likwidacji. Przyktadami podstawowych Srodkéw
wlasnych s3a: optacony kapital zaktadowy, kapital zapasowy,kapital pojednawczy oraz
zyski zatrzymane, dostgpne natychmiastowo do pokrycia strat;

* uzupetniajace Srodki wlasne to pozycje, ktdre moga by¢ wykorzystane do pokrycia strat,
ale nie spetniajg kryteriow podstawowych Srodkéw wtasnych lub majg ograniczenia cza-
sowe lub warunkowe. Do uzupetniajacych Srodkéw wilasnych zalicza si¢ instrumenty
finansowe lub naleznosci, ktére mogg zosta¢ wykorzystane przez zaktad ubezpieczen do
zwiekszenia dostepnych Srodkéw w przypadku strat. Sg to m.in. akredytywy, gwarancje,
nieoptacony kapital zaktadowy lub zatozycielski®, ktéry po oplaceniu staje sie czescia
podstawowych Srodkéw wtasnych.. Jesli w przysztosci dojdzie do optacenia uzupetnia-
jacych Srodkéw wiasnych, wéwczas stang si¢ one pozycjami podstawowych Srodkéw
wlasnych.

Po okresleniu dostepnych Srodkéw wlasnych zaktad ubezpieczert dokonuje ich klasyfikacji,
dzielac je na trzy kategorie (poziomy). W klasyfikacji uwzglednia si¢ pozycje Srodkéw wia-
snych podstawowych lub uzupehiajacych oraz stopieri ich dostepnosci i podporzadkowania’.
Srodki z poziomu pierwszego sa kapitalem najwyzszej klasy, np. wplacony kapitat zaktadowy.
Uzupelniajace Srodki wlasne nie sg kwalifikowane do poziomu pierwszego, mogg jednak zo-
sta¢ przyporzadkowane do poziomu drugiego i trzeciego. Klasyfikacja na poziomy jest istotna
dla okreslenia dopuszczonych srodkéw wiasnych (ang. eligible own funds), czyli tych §rod-
kéw whasnych, ktére kwalifikuja sie do pokrycia wymogéw kapitatlowych®. Zaktad ubezpieczeit
jest wyptacalny, jesli warto$¢ dopuszczonych Srodkéw wiasnych jest wieksza lub réwna sumie
wymogoéw kapitatowych.

Zaklady ubezpieczen sg zobowigzane do spetnienia dwdéch regulacyjnych wymogéw wy-
ptacalnosci, okreslonych w ramach dyrektywy Solvency II, a sg to:

» Kapitalowy Wymdg Wyptacalnosci (zgodnie z wczesniejszym oznaczeniem - SCR), czyli
poziom dopuszczonych Srodkéw wlasnych, ktéry powinien zapewni¢ ubezpieczonym, ze
w razie wystgpienia nieprzewidzianych strat zaktad ubezpieczen wywiazuje si¢ ze swoich
zobowigzan 1 wyplaca odszkodowania. SCR wyznaczany jest z uwzglednieniem wszyst-
kich mierzalnych rodzajéw ryzyka, na ktére narazony jest ubezpieczyciel. Moze zostaé
obliczony za pomoca formuly standardowej, danej przez Twércéw dyrektywy, modeli
wewnetrznych lub parametrow wilasnych przygotowanych przez zaktady ubezpieczen.
Obliczany jest przynajmniej raz w roku lub gdy nastapita istotna zmiana profilu ubezpie-
czyciela’.

* Minimalny wymdg wyptacalnosci (zgodnie z weze$niejszym oznaczeniem - MCR) pokry-
wany jest przez taka wielko$¢ dopuszczonych podstawowych Srodkéw wiasnych, ponizej
ktorej, przy zalozeniu kontynuacji prowadzenia dziatalnoSci przez zaktady ubezpieczen,
ubezpieczajacy 1 beneficjenci byliby narazeni na niedopuszczalny poziom ryzyka. MCR
obliczany jest jako funkcja liniowa zbioru lub podzbioru nastepujacych zmiennych: re-
zerwy techniczno-ubezpieczeniowe zaktadu, skfadka przypisana, podatki odroczone oraz

®Art. 89 dyrektywy Solvency II.

7Art. 93-97 dyrektywy Solvency II.

8 Art. 98 dyrektywy Solvency II.

9Art. 100-105 dyrektywy Solvency II.
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wydatki administracyjne. Zaklady ubezpieczen obliczajg MCR co najmniej raz na kwartat
1 informujg organ nadzoru o wyniku obliczefi. MCR okre§la minimalny poziom Srodkéw
wilasnych, ponizej ktérego ich warto$¢ nie powinna spasé. W dyrektywie okreslono takze
dolny prég dla MCR oraz ustalono, ze ma on stanowi¢ od 25% do 45% SCR!?,

Filar IT okreSla wymagania jakoSciowe dotyczace zarzadzania ryzykiem 1 systemu nadzoru
zaktadéw ubezpieczen, w tym proces wlasnej oceny ryzyka i wyptacalnosci (ORSA). Z tego
powodu zadania Filaru II obejmuja trzy obszary; nadzor nad strategig i procesami zaktadoéw
ubezpieczen, wdrozenie systemu zarzadzania oraz prowadzenie wlasnej oceny ryzyka i wypla-
calnosci.

* Organy nadzoru ubezpieczeniowego dokonuja przegladu i oceny strategii oraz procesow
sprawozdawczych zaktadow ubezpieczeni i reasekuracji w celu zapewnienia zgodnosci z
przepisami dyrektywy Solvency II. Wspomniany przeglad i ocena obejmujg ocene wymo-
g6w jakoSciowych zwigzanych z systemem zarzadzania, ocen¢ rodzajow ryzyka, na ktore
narazony jest zaktad ubezpieczen, oraz zdolno$¢ zaktadéw ubezpieczeri do szacowania
tych ryzyk. Organy nadzoru badajg kondycje finansowa oraz adekwatno$¢ metod i praktyk
stosowanych przez zaktady ubezpieczeh w celu okreslenia zdarzen lub przysztych zmian
warunkow gospodarczych, ktére moga mie¢ niekorzystny wplyw na kondycje finansowa
zaktadu!!. Jesli zaktad ubezpieczen ustalitby swoje wymogi kapitalowe na nieadekwat-
nym poziomie, to organ nadzoru zobowigzuje zaklad do narzutu kapitatowego, ktéry te
wymogi podwyzszy!2.

» Zgodnie z systemem zarzadzania, zaktady ubezpieczeni i zaktady reasekuracji muszg po-
siadac pisemne zasady dotyczace zarzgdzania ryzykiem, kontroli wewn¢trznej, audytu we-
whnetrznego oraz outsourcingu'®. Sporzadzone zasady muszg zosta¢ zatwierdzone przez
organ administrujacy, zarzadzajacy lub nadzorczy. Zaktady ubezpieczen lub reasekura-
cji zapewniaja spelnienie wymagan dotyczacych kwalifikacji zawodowych oraz dobre;j
reputacji przez osoby sprawujace kluczowe funkcje w tych zakladach'?.

* Wiasna ocena ryzyka i wyptacalnoSci (wczeSniej oznaczona jako ORSA) to procesy i
procedury stosowane w celu identyfikacji, oceny, monitorowania, zarzadzania i raporto-
wania krétkoterminowego oraz dtugoterminowego ryzyka, a takze okre§lenia funduszy
wiasnych niezbednych do zapewnienia, ze ogélne potrzeby przedsigbiorstwa w zakresie
wyplacalnosci sg przez caly czas spelnione. ORSA faczy wymogi kapitatowe z Filaru I
oraz oceny ryzyka z Filaru II, tworzac rzeczywisty poziom potrzeb w zakresie wypta-
calnoSci zaktadu ubezpieczen i uwzgledniajac takze ryzyka, ktére nie zostaty wziete pod
uwage w ramach Filaru I, m. in. utrata reputacji. Firma musi réwniez okresli¢ iloSciowo
dalsza zdolno$¢ do spetnienia MCR oraz SCR w horyzoncie planowania biznesowego (od
trzech do pieciu lat), z uwzglednieniem nowych transakcji. Te informacje nie sg jawne i
sg przekazywane jedynie organowi nadzoru. ORSA jest jednym z elementéw branych pod
uwage przez nadzorce¢ przy ustalaniu, czy wymagany jest dodatkowy narzut kapitatowy.

0Art. 129 dyrektywy Solvency II.

" Art. 36 dyrektywy Solvency IT

12 Art. 37 dyrektywy Solvency IT

3(Art. 44, 46, 47, 49 dyrektywy Solvency II).
14Art. 42 i 43 dyrektywy Solvency II.
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Filar III Solvency II obejmuje wymogi dotyczace publicznego ujawniania informacji oraz
sprawozdawczosci nadzorczej, zaréwno na poziomie indywidualnym, jak i grupowym. Zaktad
ubezpieczen jest zobowigzany do przygotowania nast¢pujacych raportow:

* Raport o wyptacalnosci i kondycji finansowej (jw. SFCR) opisujacy dziatalnos¢, wy-
niki, operacje, profil ubezpieczyciela, zasady wyceny aktywéw, rezerwy techniczno-
ubezpieczeniowe, wymogi kapitalowe oraz inne zobowigzania zaktadu ubezpieczen.
SFCR jest raportem publicznym, i kazdy moze go odnaleZ¢ na stronie internetowe;j
ubezpieczyciela.

* Sprawozdania nadzorcze (jw. RSR) sa podobne do SFCR, ale zawierajg informacje, ktére
uznawane sg za zbyt szczeg6towe lub zbyt poufne do ujawnienia publicznego.

» Sprawozdania iloSciowe (ang. Quantitative Reporting Templates - QRT) obejmujg formu-
larze oraz szablony sprawozdawcze, zawierajace informacje iloSciowe na temat zaktadéw
ubezpieczen. Rozroznia si¢ sprawozdania kwartalne oraz roczne, przy czym te pierwsze
maja bardziej ograniczony zakres.

1.2 Formula standardowa

W Filarze I wprowadzono wymég wyptacalnosci SCR, ktéry okresla poziom kapitatu po-
trzebnego, aby na poziomie ufnoSci 99,5% zaklad ubezpieczeri mogt wywigzac sie ze zo-
bowigzan wobec ubezpieczonych w przypadku wystgpienia nieprzewidzianych strat. Formuta
standardowa okreSla spos6b obliczania catkowitego SCR poprzez agregacje wymogéw kapi-
talowych poszczeg6lnych modutéw i podmodutéw ryzyka. Podziat na poszczegdélne moduty i
podmoduty prezentuje ponizszy schemat na Rysunku 1.1:
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Rysunek 1.1: Struktura modutowa Solvency II.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Zgodnie z zaprezentowanym schematem struktury modutowej (rys. 1.1), obliczany SCR

stanowi sum¢ pozycji z poziomu pierwszego, czyli:

- podstawowego SCR (ang. Basic Solvency Capital Requirement - BSCR),

- wymogu wypltacalnosci z tytutu ryzyka operacyjnego,

- dostosowania z tytutu zdolnoSci rezerw techniczno-ubezpieczeniowych 1 podatkéw odroczo-
nych do pokrywania strat'>.

W szczeg6lnosci dla ustalenia BSCR zaktady ubezpieczen dokonujg identyfikacji poszcze-
g6lnych rodzajéw ryzyka, na jakie sg narazone'S, a nastepnie wyznaczaja wymég kapitatowy
dla kazdego rodzaju ryzyka i na koniec agreguja wyznaczone wymogi kapitatowe, wykorzystu-
jac metode wariancji—kowariancji. ZaleznoSci miedzy agregowanymi ryzykami opisuje macierz

korelacji liniowej, ktéra zostala ustalona i podana w dyrektywie 7.

1.2.1 Metoda wariancji-kowariancji w agregacji wymogow kapitalowych

W celu ustalenia BSCR, zaktady ubezpieczeniowe agreguja wyznaczone wymogi kapitatowe

ISArt. 103 Dyrektywy

16(Pkt 1 zat IV Dyrektywy)

17Zatacznik TV ,,Dyrektywy Parlamentu Europejskiego i Rady 2009/138/WE z dnia 25 listopada 2009 r. w
sprawie podejmowania i prowadzenia dziatalnosci ubezpieczeniowej oraz reasekuracyjnej”
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ustalone dla modutéw zidentyfikowanych ryzyk z drugiego poziomu zgodnie ze wzorem:

BSCR = VWRWT (1.1)

gdzie:

s W= [SCRMarketa SCRCaum‘erp’ SCRLife’ SCRHealth’ SCRNon—Life]
oznacza wektor sktadajacy sie¢ z wymogéw kapitatowych dla nastgpujacych modutéw
ryzyka:
- SCRp14rker dla modutu ryzyka rynkowego
- SCRcounterp dla modutu ryzyka niewywigzania si¢ ze zobowigzania przez kontrahenta
(ang. Counterparty risk - Counterp.)
- SCRy,;f. dla modutu ryzyka ubezpieczeniowego w ubezpieczeniach na zycie
- SCRycairn dla modutu ryzyka ubezpieczeniowego w ubezpieczeniach zdrowotnych
- SCRNon-Life dla modutu ryzyka ubezpieczeniowego w ubezpieczeniach majatkowo
osobowych

* R jest macierza wspotczynnikow korelacji liniowej miedzy modutami ryzyka, przedsta-
wiong ponizej jako Tabela 1.2.

Modut ryzyka

. . Rynkowe Niewykonania Na Na Majatkowo osobowe
Ubezpieczyciela zobowigzania zycie  zdrowie
Rynkowe 1 0,25 0,25 0,25 0,25
Niewykonania 0.25 I 025 025 0.5
zobowigzania
Na zycie 0,25 0,25 1 0,25 0
Na zdrowie 0,25 0,25 0,25 1 0
Majatkowo
osobowe 0,25 0,5 0 0 1

Tabela 1.2: Wartosci korelacji miedzy modutami ryzyka Ubezpieczyciela.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Natomiast kazdy z wymienionych powyzej wymogoéw kapitatowych dla modutéw na drugim
poziomie zaktad ubezpieczeniowy ustala dla ryzyk okre$lonych w nastepujacych podmodutach:

1.2.1.1 Ryzyko rynkowe

Modut ,ryzyko rynkowe” odzwierciedla ryzyko wynikajace z poziomu lub zmiennoSci
rynkowych cen instrumentéw finansowych, majacych wplyw na wartos$¢ aktywow 1 zobowiazan

zaktadu ubezpieczen.
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SCR dla modutu ryzyka rynkowego wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

SCRyarker = VWRWT (1.2)

gdzie:

s W= [SCRIR7 SCRSpread’ SCRConcem‘ratiom SCRCurrencya SCREquitya SCRProperty]
oznacza wektor skfadajacy si¢ z wymogoéw kapitatowych dla nastepujacych podmodutéw
ryzyka:

- SCR;g - podmodut stopy procentowej

- SCRspreaa - podmodut ryzyka spreadu

- SCRconcentration - podmodut koncentracji ryzyka rynkowego

- SCRcurrency - podmodut ryzyka wynikajacego z wymiany walut

- SCRE uiry - podmodut ryzyka zwigzanego z inwestowaniem w akcje

- SCRproperty - podmodut ryzyka zwigzanego z inwestowaniem w nieruchomosci

* R jest macierza wspotczynnikéw korelacji liniowej miedzy podmodutami ryzyka, przed-
stawionag w Tabeli 1.3.

Stép pro- Spreadu Koncentracji Walutowe Cen akcji Cen nieru-

centowych chomosci
Stép procentowych 1 10/00.5 0 0.25 10/1 0.5
T0/00.5
Spreadu 1 0 0.25 0.75 0.5
10/ 0.5
Koncentracji 0 0 1 0 0 0
Walutowe 0.25 0.25 0 1 0.25 0.25
Cen akcji 0.75 0 0.25 1 0.75
10/00.5
Cen nieruchomosci 0.5 0 0.25 0.75 1
10/00.5

Tabela 1.3: Wartosci korelacji migedzy podmodutami w ryzyku rynkowym.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Wartos¢ korelacji dla stopy procentowej wynosi 0, jesli wymég kapitatowy dla ryzyka stopy
procentowej stanowi wymog kapitalowy dla ryzyka wzrostu struktury terminowej stopy pro-
centowej wolnej od ryzyka, z uwzglednieniem zdolnoSci rezerw techniczno ubezpieczeniowych
do pokrywania strat. W pozostatych przypadkach warto$¢ wspotczynnika korelacji wynosi 0,5.
Wartosci korelacji liniowej w macierzy R zostaly ustalone i podane w dyrektywie.
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1.2.1.2 Ryzyko niewykonania zobowigzania przez kontrahenta

Modut tego ryzyka odzwierciedla straty wynikajace z nieoczekiwanego niewykonania zo-
bowiazan przez kontrahentéw i dluznikéw zaktadu ubezpieczefi. Rozréznia si¢ dwa rodzaje
ekspozycji: typ 11 typ 2. Typ 1 obejmuje ekspozycje, ktdre nie moga zosta¢ zdefiniowane, a
kiedy istnieje prawdopodobienstwo, ze kontrahent posiada rating. Zawieraja si¢ w nim eks-
pozycje z tytulu uméw ograniczania ryzyka, Srodkow pienieznych na rachunku bankowym
oraz naleznoSci depozytowych od cedentéw. Typ 2 obejmuje ekspozycje, ktore sa dywersyfiko-
wane, gdy istnieje prawdopodobieristwo, Ze kontrahent nie posiada ratingu. Ekspozycje typu 2
obejmuja ekspozycje z tytutu naleznosci od posrednikow i ubezpieczonych, pozyczki zabezpie-
czone hipotecznie, a takze nieoptacone zobowigzania i naleznosci od cedentow. SCRcounterp.
dla modutu ryzyka niewykonania zobowigzania przez kontrahenta wyznacza si¢ zgodnie ze
wzorem:

SCRCounterp. = |SCR? +1,5 - SCRCounterp..t * SCRCounterp..2 + SCR?

Counterp.,1 Counterp.,2

(1.3)
gdzie:

* SCRcounterp.,1 ©znacza wymog kapitatowy dla ryzyka niewykonania zobowigzania przez
kontrahenta dla ekspozycji typu 1,

* SCRcounterp.2 0znacza wymog kapitatowy dla ryzyka niewykonania zobowigzania przez
kontrahenta dla ekspozycji typu 2,

» wielkos$¢ 1.5 opisuje wartos¢ efektu dywersyfikacji.
1.2.1.3 Ryzyko w ubezpieczeniach na zycie

Modut tego ryzyka obejmuje ryzyko wynikajace z dziatalnoSci ubezpieczeniowej w zakre-
sie ubezpieczen na zycie, zwigzane zaréwno z inherentnymi zagrozeniami, jak i z procesami
zachodzacymi w trakcie prowadzenia dziatalnoSci. Obliczenia wymogéw kapitatowych dla
podmodutéw modutu ryzyka w ubezpieczeniach na zycie opierajg si¢ na okreslonych scenariu-
szach opisanych w dyrektywie. Wymog kapitatowy dla modutu ryzyka ubezpieczeniowego w
ubezpieczeniach na zycie wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

SCRLife = VWRWT (1.4)

gdzie:

* W=[SCRmort SCRLong> SCRpis, SCRExp, SCRRev, SCRLapse, SCRcaT] 0Znacza wek-
tor sktadajacy sie z nastepujacych podmodutéw ryzyka:
- SCRp1or1 - podmodut ryzyka Smiertelnosci - SCR; ., - podmodut ryzyka dtugowiecz-
nosci
- SCRpis - podmodut ryzyka niezdolnoSci do pracy — zachorowalnosci
- SCREyp - podmodut ryzyka zwigzanego z wysokoscig ponoszonych kosztow
- SCRRey - podmodut ryzyka korekty
- SCRyapse - podmodut ryzyka zwigzanego z rezygnacjami z umow
- SCRcar - podmodut ryzyka zwigzanego z katastrofami w ubezpieczeniach na zycie
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* R jest macierzg wspotczynnikow korelacji liniowej miedzy podmodutami ryzyka, przed-

stawiong w Tabeli 1.4.

e govka wuberplecze )y ) @ @ ® © O
1 1 -0.25 025 0.25 0 0 0.25
(2) -0.25 1 0 0.25 0.25 0.25 0
3) 0.25 0 1 0.5 0 0 0.25
4 0.25 0.25 0.5 1 0.5 0.5 0.25
(5) 0 0.25 0 0.5 1 0 0
(6) 0 0.25 0 0.5 0 1 0.25
) 0.25 0 0.25 0.25 0 0.25 1

Objasnienia: (1) $miertelnos¢; (2) dlugowiecznos¢; (3) zachorowalnos¢; (4) koszty; (5) wysokos¢ rent; (6)
rezygnacja; (7) katastrofy.

1.2.1.4 Ryzyko w ubezpieczeniach zdrowotnych

Tabela 1.4: WartoSci korelacji miedzy podmodutami ryzyka w ubezpieczeniach na zycie.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Modut ten odzwierciedla ryzyko wynikajace ze zobowigzan ubezpieczeniowych 1 rease-
kuracyjnych w ubezpieczeniach zdrowotnych w odniesieniu do objetych nimi zagrozen oraz
procesOw odbywajacych si¢ przy prowadzeniu dziatalnoSci. Wymog kapitalowy dla modutu
ryzyka ubezpieczeniowego w ubezpieczeniach na zdrowie wyznaczamy zgodnie ze wzorem:

SCRHealth =

gdzie:

WRWT

(1.5)

* W = [SCRsLT Heatth» SCRNSLT Health» SCRHeatth car] jest wektorem sktadajgcym sig
z wymogow kapitatowych dla podmodutéw ryzyka:

- SCRsLT Healrh - wymog kapitalowy dla podmodutu ryzyka ubezpieczeniowego

w ubezpieczeniach zdrowotnych o charakterze ubezpieczen na zycie - SCRyNSLT Health -

wymog kapitalowy dla podmodutu ryzyka ubezpieczeniowego

w ubezpieczeniach zdrowotnych o charakterze ubezpieczen majatkowo-osobowych
- SCRHea1th caT - Wymog kapitatowy z tytutu ryzyka katastroficznego w ubezpieczeniach

zdrowotnych

* R jest macierza wspotczynnikow korelacji liniowej miedzy podmodutami ryzyka w ubez-

pieczeniach zdrowotnych przedstawiong w Tabeli 1.5.
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Podmodul ryzyka w ubezpieczeniach
zdrowotnych SLT Health NSLT Health Health CAT

SLT Health 1 0.75 0
NSLT Health 0.75 1 0.25
Health CAT 0.25 0.25 1

Tabela 1.5: Wartosci korelacji miedzy podmodutami ryzyka w ubezpieczeniach zdrowotnych.
Zrédto: Opracowanie whasne.

1.2.1.5 Ryzyko w ubezpieczeniach majatkowo-osobowych

Ryzyko w tych ubezpieczeniach wynika ze zobowiazai majatkowych i osobowych w od-
niesieniu zaréwno do rodzajow zagrozen objetych umowami ubezpieczenia, jak i do proceséw
odbywajacych si¢ w trakcie prowadzenia dziatalnoSci. Ryzyko w ubezpieczeniach majatkowo-
osobowych obejmuje réwniez ryzyko wynikajace z niepewnosci zwigzanej z zalozeniami do-
tyczacymi skorzystania przez ubezpieczajacych z opcji, takich jak mozliwo$¢ odnowienia lub
rozwigzania umowy. SCR dla modutu ryzyka w ubezpieczeniach majatkowo-osobowych wy-
znaczamy zgodnie z ponizszg formula:

SCRNon_Life = NWRWT (1.6)

gdzie:

* W=|[NL,,, NLiapse, NLcar] oznacza wektor ztozony z wymogéw kapitatowych:
- NLcar - wymog kapitalowy dla ryzyka katastroficznego - NL,, - wymog kapitatowy z
tytutu skfadki i rezerw - NLqps. - ryzyko wynikajace z rezygnacji z umow

* R jest macierza wspotczynnikéw korelacji liniowej miedzy podmodutami ryzyka w ubez-
pieczeniach majatkowo-osobowych, przedstawiong w Tabeli 1.6.

OP:(:II:I(:?V(;IICIL ryzyka w ubezpieczeniach majatkowo- NL,, NLiapse NLcar
NL,, 1 0.25 0
NLpapse 0.25 1 0
NLcar 0 0 1

Tabela 1.6: Wartosci korelacji miedzy podmodutami ryzyka w ubezpieczeniach majatkowo-osobowych.
Zrédto: Opracowanie whasne.

WartoS¢ N Lcar szacuje si¢ na podstawie testow stresu. N Ly ;s powinien by¢ rowny stracie
podstawowych Srodkéw wlasnych zaktadéw, ktéra mogtaby wynika¢ z potaczenia dwdéch szo-
kéw: braku kontynuacji 40% polis ubezpieczeniowych, co skutkowatoby wzrostem rezerw tech-
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niczno ubezpieczeniowych bez marginesu ryzyka oraz spadku o 40% liczby przysztych bazo-
wych uméw ubezpieczenia lub reasekuracji objetych umowami reasekuracji czynnej 1 uwzgled-
nianych w obliczeniach rezerw techniczno ubezpieczeniowych. NL,, dla ryzyka skfadki i
rezerw wyznacza si¢, postepujac zgodnie z nast¢pujacym wzorem:

NL, =p(o)-V (1.7)
gdzie:
* V - oznacza miar¢ dziatalnoSci ubezpieczyciela

* p(o) - jest funkcja odchylenia standardowego zwigzang z rozktadem zmiennej modelu-
jacej ryzyko sktadki i rezerw.

Poczatkowo w dyrektywie przyjeto rozktad logarytmiczno-normalny dla zmiennej modelu-
jacej ryzyko skladki i rezerw, a funkcje p (o) okreslono w nastepujacy sposob:

exp (No.gos - Ylog(o? + 1))

o2 +1

p(0) = -1 (1.8)

gdzie:

Ny 995 - 0znacza kwantyl rzedu 0.995 rozktadu normalnego.
Ostatecznie jednak autorzy dyrektywy zatozyli rozklad normalny zmiennej modelujacej
ryzyko i przyblizyli funkcje p(o) formuta:

plo)=3-o (1.9)

Aby wyznaczy¢ warto$ci miary dzialalnosci ubezpieczyciela V oraz odchylenia standardo-
wego o, ryzyko sktadki i rezerw dzieli si¢ na dwanascie segmentéw. WartoS$¢ V jest sumg miar
dziatalnosci dla i — tego segmentu V;, natomiast miara dziatalnosci i - tego segmentu jest suma
miar ryzyka sktadki V(,¢p ;) oraz miary ryzyka rezerw V(,.,;), korygowang o wspétczynnik
dywersyfikacji geograficznej:

Vi = (Vipremi) + Vires.y) - (0.75+0.25 - DIV;) (1.10)

gdzie:

D1V; - wspolczynnik Herfindahla dywersyfikacji sktadki w podziale na 18 regionéw Swiata.

Miara ryzyka sktadki V(¢ ) dla i-tego segmentu liczona jest jako suma maksimum z sza-
cowanej zarobionej w ciagu kolejnych 12 miesiecy sktadki ( P;) i zarobionej w ciaggu ostatnich 12
miesiecy sktadki (P;44,)), Obecnej szacowanej sktadki zarobione;j z istniejacych kontraktéw po
okresie kolejnych 12 miesiecy ((F P (cxisiing,i)) Oraz obecnej szacowanej sktadki dla kontraktéw
rozpoczynajacych sie w okresie kolejnych 12 miesiecy ((F P fuure,i)):

V(prem,i) = maX(Pi;P(last,i)) + FP(existing,i) + FP(future,i) (111)

Miara ryzyka rezerw V(.. ;) liczona jest jako wielkoS¢ najlepszego oszacowania rezerw
techniczno-ubezpieczeniowych na niewyptacone odszkodowania i S$wiadczenia.
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Odchylenie standardowe o wyznacza si¢ jako:

gdzie:

g =

1
7h

12 12

(Zzwi,j'o'i'o'j'vi'vj)

i=1 j=1

* V - miara dziatalno$ci ubezpieczyciela

* V;,V; - miary dziatalnoSci dlai — tego i j — tego segmentu

(1.12)

* 0y,0; - odchylenia standardowe mierzace ryzyko sktadki i rezerw dla poszczeg6lnych

segmentow

* w; j - wspotczynniki korelacji miedzy i — tym a j — rym segmentem przedstawione w

Tabeli 1.7

Segmenty @ (2) 3) (C))] Q)] (6) )] (t)] ) (10) an 12)
1) 1 0.5 0.5 0.25 05 0.25 0.5 0.25 0.5 025 025 025
@) 0.5 1 025 025 025 025 0.5 0.5 0.5 025 025 025
©) 0.5 0.25 1 025 025 025 025 0.5 05 025 025 0.5
@) 025 025 025 1 025 025 025 0.5 0.5 0.5 0.25 0.5
5) 0.5 025 025 025 1 0.5 0.5 025 025 025 0.5 0.25
(6) 025 025 025 025 0.5 1 0.5 0.25 0.5 0.25 0.5 0.25
0] 05 0.5 025 025 05 05 1 0.25 05 0.25 05 0.25
®) 0.25 0.5 0.5 05 025 025 025 1 05 0.5 025 025
) 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1 025 025 0.5
(10) 025 025 025 0.5 025 025 025 0.5 0.25 1 025 025
1) 025 025 025 025 0.5 0.5 0.5 025 025 025 1 0.25
12) 025 025 0.5 0.5 025 025 025 025 0.5 025 025 1

Objasnienia: (1) komunikacyjne, odpowiedzialno$¢ cywilna; (2) komunikacyjne pozostale; (3) morskie, lotnicze
i transportowe (MLT); (4) od ognia i innych szkdd rzeczowych; (5) odpowiedzialno$¢ cywilna; (6) kredyty i
gwarancje; (7) ochrona prawna; (8) §wiadczenie pomocy; (9) pozostate nie na zycie; (10) nieproporcjonalna

reasekuracja - majatkowe; (11) nieproporcjonalna reasekuracja - wypadkowe; (12) nieproporcjonalna

reasekuracja - MLT.

Tabela 1.7: Wartosci korelacji miedzy podmodutami ryzyka majatkowego.

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Odchylenie standardowe o7, dlai —tego segmentu wyznacza si¢ na drodze agregacji ryzyka
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sktadki o7 ,, oraz ryzyka rezerw o7 r.5 zgodnie z ponizszym wzorem:

2
\/(O'i,prvi’pr + 2a'o-i,resVi,prVi,res + (O-i,resvi,res)2

= 1.13
o v (1.13)

gdzie:
* « - wspolczynnik korelacji liniowej miedzy rodzajami ryzyka,
* 0y pr - WartoSci ryzyka sktadki,
* O res - WartoSci ryzyka rezerw.

WartoSci 07 p, 1 07 yes stalone 1 podane w dyrektywie przedstawiamy w Tabeli 1.8:

i Segment Oipr Oires
1 Komunikacyjne, odpowiedzialno$¢ cywilna 0.10 0.09
2 Komunikacyjne pozostate 0.08 0.08
3 Morskie, lotnicze i transportowe 0.15 0.11
4 Od ognia i innych szkdd rzeczowych 0.08 0.10
5 Odpowiedzialno$¢ cywilna 0.14 0.11
6 Kredyty i gwarancje 0.12 0.19
7 Ochrona prawna 0.07 0.12
8 Swiadczenie pomocy 0.09 0.20
9 Pozostate nie na zycie 0.13 0.20
10 Nieproporcjonalna reasekuracja — majatkowe 0.17 0.20
11 Nieproporcjonalna reasekuracja — wypadkowe 0.17 0.20
12 Nieproporcjonalna reasekuracja — MLT 0.17 0.20

Tabela 1.8: Wartosci odchylen dla ryzyka majatkowego.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

1.3 Watpliwosci dotyczace poprawnosci formuly standardowej

Wymogi kapitatowe dla modutéw 1 podmodutéw ryzyka wyznacza si¢ na drodze agregacji
rodzajow ryzyka. Te z kolei, nie wszystkie wystepujg rownoczesnie, dlatego kapitat okreslony
w wyniku takiej agregacji jest na og6t nie wiekszy od kapitatu potrzebnego do zabezpieczenia
si¢ przed kazdym rodzajem ryzyka z osobna. Otrzymana réznica nazywana jest korzyscia z dy-
wersyfikacji lub efektem dywersyfikacji 1 pelni wazng role w zaktadach ubezpieczen, poniewaz
dzieki niemu ubezpieczyciel moze taczy¢ jednostki narazone na to samo ryzyko w portfele,

27



redukujac ewentualne niekorzystne skutki finansowe. Dodatkowo, daje to ubezpieczycielom
mozliwo$¢ zarzadzania réznymi rodzajami ryzyka, na ktére narazone sg portfele ubezpieczen,
segmenty oraz portfele inwestycyjne. Wykorzystanie metody wariancji—kowariancji z ustalo-
nymi warto$ciami korelacji mi¢dzy modutami a podmodutami ryzyka zostato ocenione w pigtym
badaniu ilosciowym (QISS5) przeprowadzonym przez Europejski Urzad Nadzoru Ubezpieczeni 1
Pracowniczych Program6éw Emerytalnych (j.w. EIOPA). Innymi stowy, badanie dotyczyto oceny
efektow dywersyfikacji uzyskanych w wyniku zastosowania danej metody w FS. W badaniu
wzieto udziat blisko 70% zaktadéw ubezpieczen i reasekuracji, ktdre zostang objete dyrektywa
Solvency II. Uczestniczyto w nim 50 ubezpieczycieli z Polski (24 zaktady ubezpieczen na zycie
— 89% udziatu w rynku oraz 26 zaktadéw ubezpieczen Dziatu II — 89% udziatu w rynku). Z
raportu wynika, ze w rezultacie zastosowania standardowego podejScia suma wymogow ka-
pitatowych (tacznego ryzyka) dla wszystkich nosnikéw ryzyka zaktadéw bioracych udzial w
badaniu wynosi 1328 mld euro, przy czym efekt dywersyfikacji oszacowano na poziomie 466
mld euro (35,1 proc.), azdolno$¢ pokrywania strat z rezerw techniczno-ubezpieczeniowych oraz
podatkéw odroczonych wynosi 314 mld euro (23,7 proc.). Dato to oszacowanie kapitalowego
wymogu wyptacalnosci dla badanych zaktadéw na poziomie 547 mld euro, co stanowito okoto
41,2%. Dla ubezpieczycieli Unii Europejskiej solo (bez grup kapitatlowych) efekt dywersyfikacji
wynosit 32%; oznacza to, ze faczne wymogi kapitatowe dla tych modutéw sg o 32% nizsze od
sumy ich wymogéw. Dla ubezpieczycieli z Polski efekt dywersyfikacji oszacowano na poziomie
28%. Wyniki tych badan przedstawiono na Rysunku 1.2.
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Rysunek 1.2: Efekt dywersyfikacji ubezpieczycieli z Polski.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Mozna zauwazyé, ze otrzymany efekt dywersyfikacji z wykorzystaniem metody warian-
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cji—kowariancji jest znaczacy. Ustalenie efektu dywersyfikacji zalezy od wielu czynnikow,
takich jak poziom korelacji, zaleznoSci w ogonach rozktadéw, liczba czynnikéw ryzyka, ksztatt
rozktadéw podstawowych oraz struktura zalezno$ci mi¢dzy nimi. Badania QIS5 potwierdzaja, ze
efekt dywersyfikacji odgrywa istotng role w zarzadzaniu ryzykiem ubezpieczyciela, ale metoda
agregacji ryzyka wskazana w dyrektywie - metoda wariancji—kowariancji - jest metodologicz-
nie poprawna jedynie wtedy, gdy rozklady agregowanych czynnikéw ryzyka sa normalne, a
struktura zaleznoSci miedzy nimi moze by¢ opisana za pomocg wspéiczynnika korelacji li-
niowej. Z niedoskonatos$ci tej metody zdajg sobie sprawe sami jej tworcy, ktorzy zezwalajg, a
nawet zachecaja zakltady ubezpieczen do budowania modeli wewnetrznych, ktére w lepszym
stopniu oddadzg profil dziatalnosci zaktadu i ustalg ED na wlaSciwym poziomie. DoSwiadcze-
nia praktykéw w budowaniu modeli wewnetrznych sktonity EIOPA w pazdzierniku 2020 r. do
wszczecia ogdlnoeuropejskich badan poréwnawczych dotyczacych dywersyfikacji w modelach
wewnetrznych; ,,Study on Diversification in Internal Models”. Ustalono trzy cele badania:

1. uzyskanie przegladu obecnych podej$¢ na rynku w zakresie okre$lania ED oraz przeana-
lizowanie i poréwnanie jego poziomu,

2. lepsze zrozumienie zwigzku miedzy sposobami modelowania zaleznoSci a agregacja
ryzyka oraz wynikajacymi z tego korzysSciami z dywersyfikacji,

3. poprawa jakosci 1 konwergencji nadzoru nad dywersyfikacja w modelach wewnetrznych.

Badanie zostalo zaplanowane w dwoéch etapach, aby zrownowazy¢ ztozonos$¢ oraz kom-
pletno$¢ analiz. Pierwsza faza, rozpoczeta na poczatku pazdziernika 2020 r., koncentrowala si¢
na zalezno$ciach miedzy gléwnymi modutami ryzyka, tj. ryzykiem rynkowym, kredytowym,
na zycie, majatkowym, zdrowotnym oraz operacyjnym (zob. tab. 1.2). Etap ten zakonczyt si¢
w styczniu 2021 r. i dostarczyl podstawowych informacji na temat struktury powigzan miedzy
modutami ryzyka. Aby uzyskac petniejsze zrozumienie efektow dywersyfikacji, uwzgledniono
rowniez profil ryzyka poszczegdlnych zaktadow ubezpieczen.

Druga faza badania, uruchomiona w pazdzierniku 2021 r. i zakoficzona w styczniu 2022 r.,
zostata poSwigcona ocenie zalezno$ci migdzy podmodutami ryzyka, ktére sktadajg si¢ na po-
szczeg6lne moduty. Dla przyktadu, w odniesieniu do modutu ubezpieczeri innych niz na zycie,
zebrano dane dotyczace catkowitego ryzyka oraz jego struktury na poziomie europejskim. Po-
nadto, przeprowadzono szczegétowe analizy kilku segmentéw dziatalnoSci w celu identyfikacji
dominujacych czynnikéw ryzyka - w szczeg6lnoSci w obszarach odpowiedzialnoSci cywilnej,
ubezpieczen komunikacyjnych, pozarowych i ogélnych, a takze w zakresie ryzyka kredytow i
poreczen. Badanie umozliwito zaktadom ubezpieczen przedstawienie wtasnych opinii na temat
profilu ryzyka przy wykorzystaniu technicznie ugruntowanego punktu odniesienia, jakim sg
ramy regulacyjne Solvency II. Ostateczny raport podsumowujacy (tzw. ,,Comparative Study on
diversification in internal models™) zostal opublikowany 24 stycznia 2024. Przy czym EIOPA
zaznaczyla, ze bedzie kontynuowac nadzoér 1 monitoring wynikow wdrozen.

1.4 Modele wewnetrzne

Zaklady ubezpieczen i reasekuracji moga obecnie wyznacza¢ SCR, stosujac FS dang przez
tworcow dyrektywy lub za pomoca czg¢Sciowych badz pelnych modeli wewnetrznych. Modele
wewnetrzne umozliwiajg lepsze dopasowanie SCR do profilu prowadzonej dziatalnoS$ci ubezpie-
czeniowej. Zaktady ubezpieczen i reasekuracji moga stosowaé czeSciowe modele wewnetrzne
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w celu obliczania jednego lub kilku modutéw i podmoduléw podstawowego kapitalowego
wymogu wyptacalnosci, ryzyka operacyjnego, dostosowania SCR z tytulu zdolnoSci rezerw
techniczno-ubezpieczeniowych oraz podatkéw odroczonych na pokrycie strat!®. Przygotowany
model wewnetrzny musi zostaé zatwierdzony przez organ nadzoru i ma spetnia¢ szereg wymo-
g6w!®. Do najwazniejszych naleza:

 Test uzytecznosci, w ktérym zaktady ubezpieczen i reasekuracji wykazuja, ze model we-
wnetrzny jest powszechnie stosowany i odgrywa wazng role w ich systemie zarzadzania
ryzykiem, procesach decyzyjnych oraz w procesach oceny i alokacji kapitalu gospodar-
czego oraz kapitalu zabezpieczajacego wyptacalnosc.

» Standardy statystyczne, zgodnie z ktérymi zaklad ubezpieczenn udowadnia, ze metody
stosowane do wyznaczania prognozy rozktadu prawdopodobiefistwa opieraja si¢ na odpo-
wiednich metodach aktuarialnych i technikach statystycznych oraz s zgodne z metodami
stosowanymi do ustalenia wartoSci rezerw techniczno ubezpieczeniowych. Stosowane
metody opierajg si¢ na wiarygodnych informacjach i realistycznych zatozeniach, a wyko-
rzystane dane sa doktadne, kompletne 1 adekwatne.

* Standardy kalibracji, w ktérych zaktady ubezpieczen wskazuja, ze zastosowany horyzont
czasowy oraz miara ryzyka w modelu wewnetrznym zapewniajg ubezpieczonym i bene-
ficjentom poziom ochrony réwnowazny poziomowi okreslonemu w dyrektywie. Jesli jest
to mozliwe, SCR obliczany jest na podstawie prognozy rozktadu prawdopodobienstwa;
natomiast jesli nie jest to mozliwe, organy nadzoru mogg zezwoli¢ na zastosowanie przy-
blizen, pod warunkiem Ze ubezpieczyciele wykaza, iz poziom ochrony ubezpieczajacych
jest rownowazny z poziomem okreSlonym w dyrektywie. Ponadto, organy nadzoru moga
zazadac weryfikacji modelu na wzorcowych portfelach uméw oraz zewnetrznych danych.

* Przypisanie zyskow 1 strat, w ktorych zaktady ubezpieczefi dokonuja przegladu przyczyn
1 Zrédet powstania zyskow 1 strat kazdego gtéwnego obszaru dziatalnoSci zaktadu. Wy-
kazuja, w jaki sposéb wybrana w modelu wewnetrznym kategoryzacja ryzyka wyjasnia
przyczyny i Zrédta powstawania zyskow oraz strat.

» Standardy walidacji, w ktorych zaktady ubezpieczen dokonujg analizy stabilnoSci mo-
delu wewnetrznego, badajg wrazliwos$¢ uzyskanych wynikéw na zmiany podstawowych
zatozeni lezacych u jego podstaw. Obejmuje on réwniez ocen¢ doktadnosci, kompletnosci
1 adekwatnosci danych stosowanych w modelu wewnetrznym.

* Standardy dokumentacji, w ktérych zaktady ubezpieczen sporzadzaja dokumentacje za-
wierajaca szczegOlowy opis teorii, zatozen oraz podstaw matematycznych i empirycznych
lezacych u podstaw modelu wewnetrznego. Dodatkowo w dokumentacji okreslone sa
przypadki, w ktérych model wewnetrzny nie dziata prawidiowo.

Gdy model wewngetrzny spetnia przytoczone w Dyrektywie opisane powyzej wymogi, za-
ktad ubezpieczefi moze przystapi¢ do procesu jego zatwierdzenia przez organ nadzoru. Przed
ztozeniem zwigzanego z tym oficjalnego wniosku zaktady ubezpieczen moga (cho¢ nie musza)
wzig¢ udzial w procesie przedadaptacyjnym, ktérego celem jest zapoznanie organu nadzoru z

18 Art. 112 dyrektywy Solvency II.
9 Art. 120-125 dyrektywy Solvency II.
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przygotowanym modelem wewnetrznym. W momencie udziatu zaktadu ubezpieczen w procesie
przedadaptacyjnym nie jest konieczne posiadanie pelnej dokumentacji ani przygotowanego ca-
tego modelu wewnetrznego. Niemniej jednak brak odpowiednich dokumentéw moze utrudnié
lub uniemozliwi¢ wspoétprace organu nadzoru z ubezpieczycielem. Organ nadzoru moze wyma-
gac od zaktadu ubezpieczen uzupetnienia informacji dotyczacych modelu. Zaktady ubezpieczen
podczas procesu przeadaptacyjnego moga wykry¢ elementy modelu wewnetrznego, ktore wy-
magajg poprawy. Udzial zaktadu ubezpieczenn w procesie przedadaptacyjnym nie wptywa na
to, czy ztozony pdZniej wniosek o zatwierdzenie modelu wewnetrznego zostanie zatwierdzony,
czy tez nie. Wniosek o wykorzystanie modelu wewnetrznego zaktad ubezpieczen sktada w
formie pisma przewodniego wraz z zalacznikami, w sktad ktérych wchodza m.in. informacje
na temat polityki zmian w modelu wewn¢trznym, zakres modelu wewnetrznego, wyniki badan
ORSA, plany dotyczace ulepszenia modelu wewnetrznego oraz poréwnanie SCR otrzymanego
z wykorzystaniem Formuty Standardowej 1 modelu wewnetrznego. Wszystkie dokumenty po-
winny zosta¢ dostarczone w jezyku narodowym kraju, w ktérym znajduje si¢ organ nadzoru.
Od momentu otrzymania kompletnych dokumentéw od zaktadu ubezpieczen, organ nadzoru
w przeciagu 6 miesiecy podejmuje decyzje o zatwierdzeniu lub odrzuceniu modelu wewnetrz-
nego. Podczas pierwszego procesu zatwierdzenia modelu wewnetrznego organy nadzoru wy-
razajg zgode¢ na polityke zmian, zgodnie z ktorg zaktad ubezpieczen bedzie mogt wprowadzaé
modyfikacje w modelu wewnetrznym. Organ nadzoru moze zatwierdzi¢ model wewn¢trzny lub
zatwierdzi¢ go warunkowo, co oznacza, ze bedzie na biezaco monitorowac implementacje przez
zaktad ubezpieczenn warunkéw narzuconych na model wewnetrzny, albo moze odrzuci¢ wnio-
sek o zatwierdzenie modelu wewnetrznego. Przy odrzuceniu wniosku organ nadzoru wydaje
uzasadnienie swojej decyzji. Po zatwierdzeniu wniosku przez organ nadzoru, zaktad ubezpie-
czefh moze wprowadzaé¢ w nim zmiany zgodnie z zatwierdzong politykg wprowadzania zmian.
Zostala ona podzielona na dwa rodzaje wprowadzanych zmian: giéwne zmiany w modelu i
zmiany drugorzedne®”. Gléwne zmiany musza zostaé zatwierdzone przez organ nadzoru, a do
momentu ich zatwierdzenia zaktad ubezpieczen musi korzysta¢ z modelu wewnetrznego, ktory
nie zawiera zmian. Drugorzedne zmiany modelu wewnetrznego nie muszg by¢ zatwierdzane
przez organ nadzoru, jesli sg zgodne z politykg zmian. Natomiast zaktad ubezpieczefi ma obo-
wigzek sporzadzad raporty z wprowadzonych drugorzednych zmian do modelu wewnetrznego
1 przedstawiac je organowi nadzoru. Ten z kolei moze zakwestionowa¢ wprowadzone zmiany,
uznajac, ze sg to gtbwne zmiany w modelu lub nie spetniaja one standardow Solvency II.

20Art. 115 dyrektywy Solvency II.
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2. Modelowanie zaleznoSci w procesie agregacji
ryzyka a efekt dywersyfikacji

Agregacja ryzyka stanowi powszechnie wystepujaca koncepcje w obszarze zarzadzania
ryzykiem zaktadéw ubezpieczen. W ujeciu ogélnym odnosi si¢ ona do procesu aczenia oraz
analizy powigzan pomigdzy poszczeg6lnymi kategoriami ryzyka w celu uzyskania catoSciowego
obrazu profilu ryzyka przedsiebiorstwa. Zgodnie z definicja przedstawiong przez ISO (2009),
agregacjaryzyka oznacza polaczenie r6znych rodzajow ryzyka w jedno, co umozliwia petniejsze
zrozumienie ogdlnego poziomu ryzyka. Natomiast, Bazylejski Komitet Nadzoru Bankowego
(BCBS, 2010) definiuje ja jako proces integrowania mniej ztozonych miar ryzyka w ramach
organizacji w celu uzyskania bardziej kompleksowej miary caloSciowej ekspozycji na ryzyko.
W ramach systemu Solvency II agregacji podlegaja wymogi kapitalowe, wyrazone poprzez
kapitat ekonomiczny okreslany jako réznica miedzy warto$cig zagrozong (VaR) a wartoscig
oczekiwang. W szczegolnym przypadku, gdy wymog kapitalowy wyznaczany jest bezposrednio
na podstawie miary ryzyka (np. (VaR)), procesowi agregacji podlegaja wiasnie te miary ryzyka.
W innych sytuacjach agregacji mogg nie podlega¢ same kapitaly ekonomiczne, okreSlone na
podstawie miar ryzyka, lecz informacje opisujace zréznicowanie zmiennej modelujacej ryzyko,
takie jak wariancja czy odchylenie standardowe.

Metody agregacji ryzyka, stosowane w celu wyznaczenia kapitalu ekonomicznego odpowia-
dajacego tacznej ekspozycji na ryzyko, mozna podzieli¢ na dwie gléwne grupy. Pierwsza grupa
obejmuje metody, ktore agreguja kapitaly ekonomiczne lub miary ryzyka dla poszczegdlnych
rodzajow ryzyka, bez uwzgledniania rzeczywistej struktury zaleznosci pomie¢dzy nimi. Wybor
konkretnej metody agregacji implikuje tym samym okreslong strukture zaleznosci (najczesciej
komonotoniczng). Druga grupa metod, w odrdznieniu od pierwszej, koncentruje si¢ na modelo-
waniu wielowymiarowego rozktadu ryzyka, co pozwala na bardziej precyzyjne odwzorowanie
zaleznoS$ci pomiedzy poszczegdlnymi kategoriami ryzyka. W niniejszej pracy uwaga skupiona
jest na metodach nalezacych do drugiej grupy, w ktérych kluczowa role odgrywa struktura
zaleznoS$ci miedzy agregowanymi rodzajami ryzyka.

2.1 Miary ryzyka

Miary ryzyka stanowig kluczowe narzedzie umozliwiajace ubezpieczycielom okreSlenie
wielkoS$ci kapitatu niezbednego do zabezpieczenia si¢ przed potencjalnymi stratami wynika-
jacymi z prowadzonej dzialalnoSci. Umozliwiaja one iloSciowe ujecie ekspozycji na ryzyko
oraz skuteczne zarzadzanie jego poziomem poprzez wyrazenie go w postaci jednej liczby rze-
czywistej. W Solvency II, dysponujac zmienng losowa opisujacg straty dla danego rodzaju
ryzyka, ubezpieczyciel dazy do wyznaczenia konkretnej wartoSci wymogu kapitalowego, ktéra
zapewni mu utrzymanie wyplacalno$ci. W tym celu stosowane sg miary ryzyka, ktére umoz-
liwiaja okreslenie poziomu kapitatu koniecznego do pokrycia potencjalnych strat. W dalszej
czesci podrozdziatlu przedstawiono koncepcje koherentnych miar ryzyka, stanowiacych pod-
stawe teoretyczng procesu agregacji ryzyka w ramach nowoczesnych systemow zarzadzania
kapitatem.

Rozwazmy przestrzefi probabilistyczng (€, A, P) oraz zbiér wszystkich zmiennych loso-
wych o wartosciach rzeczywistych w tej przestrzeni L° := L°(Q, A, P). Rozklady zmien-
nych losowych Xi, X5, X3 ... nalezacych do przestrzeni L° s3 dane za pomoca dystrybuant
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F1, F, F3 ... W dalszej czgSci pracy przyjeto, ze modeluja one indywidualne rodzaje ryzyka
ubezpieczyciela. Miara ryzyka to funkcjonat o odwzorowujacy L® w zbiér liczb rzeczywistych
0 : LY — RU {+00}. Oczywistym wyzwaniem jest sprowadzenie informacji o catym rozktadzie
zmiennej losowej do jednej liczby, opisujacej jej ryzyko. Z tego wzgledu kwestia odpowiedniego
zaprojektowania miary ryzyka nabiera istotnego znaczenia praktycznego i ma kluczowe zna-
czenie zarowno dla sektora finansowego, jak i ubezpieczeniowego, oraz dla organéw nadzoru
regulacyjnego. Posta¢ przyjmowanej miary ryzyka wynika z przyjetych aksjomatéw narzuco-
nych na funkcjonat o, ktére determinujg jego wlasnosci teoretyczne oraz sposéb interpretacji w
kontekscie oceny ryzyka. W literaturze mozna znalez¢ wiele konstrukcji miar ryzyka (Pedersen
& E., 1998; Artzner, Delbaen, Eber, & Heath, 1999; Rockafellar, 2002; Venter, 2009; Dhaene,
Vanduffel, Goovaerts, Kaas, & Vyncke, 2006; Byrne, 2004; Follmer, 2011). W niniejszej pracy
rozwaza¢ bedziemy wprowadzone w (Artzner et al., 1999) koherentne miary ryzyka o.

Miara ryzyka o jest okre$lana jako koherentna, jezeli spelnia nastepujace cztery aksjomaty:

1. Monotoniczno$¢:

Dla dowolnych X;, X; z LY, jesli X; <y Xj,t0 0(X;) < o(X;), gdzie <,; oznacza porzadek
stochastyczny?!.

Aksjomat ten gwarantuje racjonalno$¢ oceny ryzyka. Jezeli strata X; jest mniejsza lub
réwna stracie X; w kazdym scenariuszu, to ryzyko przypisane do X; nie moze by¢ wigksze
niz ryzyko przypisane do X;.

2. Translacyjna ekwiwariantnos¢: 22
Dla dowolnych a € Ri X; z L° zachodzi o(X; + a) = o(X;) +a
Dodanie pewnej deterministycznej kwoty ¢ do pozycji X; powoduje wzrost miary ryzyka o
doktfadnie t¢ samg warto$¢. Aksjomat ten umozliwia interpretacje o(X;) jako minimalnego
wymaganego kapitatu zabezpieczajacego.

3. Dodatnia jednorodnos¢:

Dla dowolnych 2 > 01 X; z L° zachodzi 0(1X;) = 10(X;) Powiekszenie pozycji port-
fela A-krotnie skutkuje proporcjonalnym wzrostem wymaganego kapitalu. Warunek ten
wprowadza liniowa skalowalnos¢ ryzyka.

4. SubaddytywnoS¢:
Dla dowolnych X;, X; z LY zachodzi o(X; + X;) < o(Xi) +0(X;)
Faczne ryzyko dwdéch pozycji nie moze by¢ wieksze od sumy ryzyk indywidualnych.
Wiasno$¢ ta odzwierciedla efekt dywersyfikacji. Potagczenie niezaleznych Zrédet ryzyka
prowadzi do redukcji catkowitego ryzyka portfela.

Aksjomaty te zapewniaja wewnetrzng spojnos¢ oraz intuicyjng interpretowalnos¢ miary ryzyka
w konteksScie zarzgdzania kapitalem. Zapewniajg, ze jest zgodna z podstawowymi zasadami
zarzadzania ryzykiem:

2'Wiecej informacji na temat tego porzadku mozna znalezé w (Muller i Stoyan, 2002).

22W literaturze, a szczegdlnie w aktuarialnej i finansowej (zwlaszcza w kontekscie Solvency II, Basel III),
bardziej rozpowszechniona jest nazwa ,translacyjna niezmienniczo$¢” lub ,,niezmienniczo$¢ wzgledem przesu-
nigcia”.
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- Monotoniczno$¢ gwarantuje racjonalno$¢ poréwnan ryzyk,

- Translacyjna ekwiwariantno$¢ pozwala interpretowaé miare¢ jako wymog kapitatowy,
- Dodatnia jednorodno$¢ zapewnia liniowg zalezno$¢ migdzy ekspozycjg a ryzykiem,
- Subaddytywnos¢ formalnie opisuje korzysci wynikajace z dywersyfikacji.

Nie wszystkie miary ryzyka, popularne zaré6wno wsréd organéw regulacyjnych, jak i1 za-
rzadzajacych ryzykiem, spetniaja powyzsze warunki. Przykladem moze by¢ miara wartoSci
zagrozonej (ang. Value at Risk — VaR), ktéra, mimo szerokiego zastosowania w praktyce, nie
jest subaddytywna, co moze prowadzi¢ do przeszacowania ryzyka w portfelach zdywersyfiko-
wanych. Z kolei, oczekiwana strata warunkowa (ang. Expected Shortfall — ES), zwana réwniez
warunkowa wartoScig zagrozong (ang. Conditional Value at Risk — CVaR), spelnia wszystkie
cztery aksjomaty i stanowi przyktad w petni koherentnej miary ryzyka.

Wartos¢ zagrozong na poziomie ufnosci p definiuje si¢ jako:

VaR,(X;) =inf{x e R:P(X; <x) > p},p € (0,1),X; € L° 2.1)

natomiast ES jako:
1 1
ES,(X;) = 1—/ VaR,(X;)dq,p € (0,1),X; € L° (2.2)

Ponadto, oczekiwana warto$¢ w dolnym ogonie rozktadu (ang. Lower Expected Shortfall —
LES) jest dana wzorem:

1 P
LES,(X;) = — / VaR,(X;)dgq,p € (0,1),X; € L° (2.3)
P Jo

W kontekscie agregacji ryzyka w Solvency II miara ryzyka pelni kluczowa role, poniewaz
na jej podstawie wyznaczane sa wymogi kapitalowe dla pojedynczych rodzajow ryzyka oraz
wymog kapitalowy dla zagregowanego ryzyka. Zgodnie z dyrektywa, wymogi kapitalowe wy-
znaczane s3 w oparciu o VaR, a zatem o miare, ktéra nie jest koherentna, poniewaz nie spetnia
aksjomatu subaddytywnosci. Brak subaddytywnosci jest sprzeczny z pogladem, ze z agregacja
ryzyka powinna wiazac si¢ korzys¢ z dywersyfikacji. Zatem nie ma pewnosci, ze wymog kapita-
towy dlatacznego ryzyka (agregujac dwarodzaje ryzyka, jestto VaR, (X;+X;)) bedzie mniejszy
od sumy wymogéw kapitalowych dla poszczegdlnych rodzajow ryzyka (VaR,(X;)+VaR,(X;).
W zwigzku z tym kwestia spetnienia aksjomatu subaddytywnosSci w kontekscie agregacji ry-
zyka ma fundamentalne znaczenie zaréwno teoretyczne, jak i praktyczne. W literaturze szeroko
dyskutowano problem addytywnosci miary VaR oraz konsekwencje wynikajace z niespetnienia
tego warunku, m.in. w pracach (Danielsson et al., 2013; P. Embrechts, McNeil, & Straumann,
2002; P. G. R. L. Embrechts P., 2009; P. Embrechts, Puccetti, & Riischendorf, 2013) Co wigcej,
VaR na poziomie p nie daje informacji o dotkliwoSci strat z ogona, ktére wystepujg z praw-
dopodobieristwem mniejszym niz 1 — p, w przeciwienstwie do ES na tym samym poziomie
ufnosci, ktory opiera si¢ na Sredniej strat powyzej p (por. (Artzner et al., 1999; Dhaene et al.,
2000)).

2.2 Agregacja ryzyka i efekt dywersyfikacji

Ubezpieczyciele w swojej dziatalnoSci podlegaja ekspozycji na liczne i zréznicowane ro-
dzaje ryzyka, oznaczane dalej jako Xi,..., X;. Poszczegélne kategorie ryzyka moga mieé
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odmienne Zrddta oraz charakter, obejmujac miedzy innymi ryzyko ubezpieczeniowe, rynkowe,
kredytowe i operacyjne; jednak ich taczne oddziatywanie determinuje catkowitg ekspozycje
zaktadu ubezpieczen na ryzyko.

Zasadniczym elementem procesu zarzadzania ryzykiem jest wyznaczenie poziomu kapitatu
k(Y), gdzie Y oznacza zagregowang zmienng ryzyka wynikajaca z potaczenia sktadnikéw
X1, ..., X4. Zmienna Y moze by¢ zdefiniowana w sposb ogdlny jako:

Y =y(X1,Xa,...,X4), 2.4)

gdzie ¥ (-) jest funkcja (metoda) agregacji, opisujaca sposob taczenia ryzyk czastkowych w
calkowite ryzyko portfela. Kapital x(Y) okresla poziom zabezpieczenia niezbedny do pokrycia
potencjalnych strat wynikajacych z realizacji zdarzen losowych wplywajacych na dziatalno$¢é
zakladu ubezpieczen. Proces ten stanowi podstawe koncepcji agregacji ryzyka, ktorej nieodlgcz-
nym elementem jest efekt dywersyfikacji, wynikajacy z istnienia zaleznos$ci pomigdzy poszcze-
g6Inymi Zrédtami ryzyka. Uwzglednienie tych zalezno$ci w modelu ma kluczowe znaczenie dla
racjonalnego okreslenia wymogu kapitalowego oraz efektywnego zarzadzania portfelem ryzyk,
poniewaz umozliwia bardziej realistyczne odwzorowanie zachowania catkowitej ekspozycji w
warunkach niepewnosci.

W praktyce mozna wyrdzni¢ dwa zasadnicze podejScia do agregacji ryzyka, réznigce si¢
sposobem traktowania struktury zaleznosci pomiedzy sktadnikami X, ..., Xy.

Pierwsza grupa metod obejmuje podejscia, w ktdrych struktura zaleznoSci pomiedzy zmien-
nymi losowymi nie jest jawnie modelowana. W tym ujeciu proces agregacji koncentruje si¢
wylacznie na taczeniu poszczegdlnych sktadnikow ryzyka w jedng zmienng zagregowana, bez
szczeg6towego opisu powigzan miedzy nimi. Nie oznacza to jednak przyjecia zalozenia o ich
statystycznej niezaleznoSci, lecz raczej braku explicite okre§lonego modelu wspéizaleznosci.
Zastosowanie konkretnej metody agregacji z tej grupy (na przyktad sumy sktadnikéw lub agre-
gacji opartej na wartosci ekstremalnej) implikuje okreSlona, czgsto skrajng strukture zaleznoSci,
takg jak struktura komonotoniczna, w ktdrej wszystkie sktadniki osiggajg swoje wartoSci eks-
tremalne jednoczeSnie. W efekcie podejScia nieuwzgledniajace zaleznoSci mogg prowadzi¢ do
istotnych réznic w ocenie catkowitego ryzyka portfela, w zaleznoSci od przyjetego zalozenia o
relacjach pomiedzy skfadnikami X;.

Druga grupa metod obejmuje podejscia, ktdre w sposob jawny modeluja strukture zalez-
noSci pomiedzy sktadnikami ryzyka. Ujecie to pozwala na bardziej realistyczne odwzorowanie
efektu dywersyfikacji, poniewaz umozliwia uwzglednienie wspoétzaleznoSci pomiedzy poszcze-
g6lnymi Zrédtami ryzyka. Do tej grupy zalicza si¢ miedzy innymi podejScia oparte na zato-
zeniu niezaleznosci skladnikéw ryzyka, a takze bardziej zaawansowane metody, w ktérych
estymowany jest petny rozklad wielowymiarowy portfela z wykorzystaniem funkcji kopuli.
Modelowanie zaleznoSci za pomocg kopuli pozwala oddzieli¢ rozktady brzegowe od struktury
wspotzaleznosci, dzigki czemu mozliwe jest elastyczne odwzorowanie zaréwno liniowych, jak
i nieliniowych zalezno$ci wyst¢pujacych pomiedzy ryzykami.

W dalszej czeSci rozdzialu oméwione zostang szczegétowo metody nalezace do obu grup,
ze szczegOlnym uwzglednieniem podejS¢ wykorzystujacych modelowanie struktury zaleznosci
zarOwno w ujeciu parametrycznym, jak i z zastosowaniem sieci neuronowych.

2.2.1 Agregacja bez uwzgledniania struktury zaleznoSci

W pierwszej grupie metod agregacji ryzyka ze wspomnianych na wstepie niniejszego roz-
dziatu wyréznia si¢ podejscia stuzace do wyznaczania kapitatu «(Y) w oparciu o indywidualne
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rodzaje ryzyka, bez identyfikacji rzeczywistej struktury zaleznoSci pomiedzy nimi. Do najprost-
szych metod naleza w tym przypadku metody wazone. Potrzebny kapital x(Y) wyznaczany jest
w oparciu o znajomo$¢ wielkoSci straty oraz prawdopodobienistwa jej wystapienia. Te informa-
cje mozna uzyskac zaréwno z rozktadéw dyskretnych, jak i ciagtych. Wéwczas kapitat jest dany
jako:

k(Y)= ) cx,px (2.5)

M=

i=1
gdzie cx, to wielkoS¢ straty, a px, to prawdopodobienistwo wystgpienia straty dla ryzyka X;.
Bardzo podobna do powyzszej metody jest metoda, w ktdrej nadaje si¢ udzialy (wagi)
poszczegllnym rodzajom ryzyka. Dla przyktadu, agregujac segmenty w podmodule ryzyka i
sktadki w ubezpieczeniach majatkowych, udziaty poszczeg6lnych segmentéw w portfelu mozna
okresli¢ na podstawie sktadki zarobionej. Wowczas kapitat wyznacza si€¢ jako:

d

k(Y) = ) exwy, (2.6)
i=1
gdzie cy, to strata, a wy, to udziat ryzyka X; w portfelu.
Kolejne metody z tej grupy opieraja si¢ na sumowaniu wyznaczonych miar ryzyka. Jesli rodzaje
ryzyka sg przez ciaggle zmienne losowe X;, to potrzebny kapitat x(Y) mozna wyznaczy¢ jako:

» Srednig warto$¢ strat wynikajacych z poszczegSlnych rodzajéw ryzyk X;:

d
k(Y) = > E(X) @.7)
i=1

gdzie E (X;) jest wartoscig oczekiwang.

* Graniczny poziom straty poprzez wyznaczenie wartoSci zagrozonej VaRy, dla kazdego
z ryzyk X; iich zsumowania:

d
k(Y) = Z VaR,(X;) 2.8)
i=1

» Srednig wartos¢ strat wiekszych niz graniczny poziom straty wyznacza si¢ poprzez okre-
Slenie warunkowej wartoSci zagrozonej E S, dla kazdego z ryzyk X; 1 ich zsumowanie:

d
k(Y) = Y ES,y(Xy) (2.9)
i=1

* Suma kapitatéw ekonomicznych (podejscie stosowane w Solvency II) danych jako r6znica
granicznego poziomu straty 1 Sredniej wartoSci straty dla kazdego z ryzyk X;:

d
k(Y) = Z (VaR,(X,) - E (X)) (2.10)
i=1
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Przedstawiona powyzej grupa metod agregacji w celu wyznaczenia potrzebnego kapitatu
koncentruje uwage na indywidualnych rodzajach ryzyka X, . . ., X4, nie uwzgledniajac pelnego
obrazu wielowymiarowego ryzyka (X1, ..., Xy). Kluczowg kwestia w wyznaczeniu wielowy-
miarowego rozkltadu jest identyfikacja zaleznoSci pomigdzy agregowanymi rodzajamiryzyka. W
rzeczywistoSci ryzyka ubezpieczyciela czesto charakteryzuja si¢ zaleznoscia, ktorej przejawem
jest np. ich wspétwystepowanie w czasie. Nowe uwzglednienie zaleznoSci miedzy agregowa-
nymi rodzajami ryzyka ubezpieczyciela moze prowadzi¢ do negatywnych skutkéw dla zaktadu.
Aby to zilustrowac, rozwazmy skrajny scenariusz, w ktérym dwa rodzaje ryzyka sg przeciwnie
zalezne w tym sensie, ze jesli jedno ryzyko maleje, to drugie ro$nie. Patrzac na sume ryzyk,
ich tendencje doskonale si¢ rOwnowaza, tak ze ryzyka zapewniaja ubezpieczycielowi naturalne
zabezpieczenie. Jako inny klasyczny przyktad rozwazmy d niezaleznych ryzyk o tym samym
rozktadzie i ustalonych odchyleniach standardowych wykorzystanych do pomiaru niepewnoSci
portfela. Proste obliczenia pokazuja, ze odchylenie standardowe portfela jest proporcjonalne
do pierwiastka liczby agregowanych ryzyk (Vd). Mozna to interpretowaé w ten sposéb, ze
niepewno$¢ zmniejsza si¢ w stosunku do Sredniej portfela, czyli jest proporcjonalna do d, wraz
ze wzrostem liczby ryzyk d.

2.2.2 Agregacja z uwzglednieniem struktury zaleznosci

Druga grupa metod agregacji ryzyka opiera si¢ na uwzglednieniu struktury zaleznosci po-
miedzy agregowanymi rodzajami ryzyka, czyli na modelowaniu petnego rozktadu wielowymia-
rowego wektora (Xi,..., X;). Wymaga to zatem okreSlenia nie tylko rozkladéw brzegowych
poszczegdlnych sktadnikow, lecz takze sposobu ich powigzania w ramach wspdlnego rozktadu.

Jednym z klasycznych i szeroko stosowanych podejs¢ jest metoda wariancji—kowariancji,
oparta na zatozeniu istnienia liniowej zalezno$ci pomiedzy poszczegdlnymi rodzajami ryzyka.
W tym ujeciu struktura zaleznoSci modelowana jest za pomoca macierzy korelacji, ktéra opisuje
site 1 kierunek zwiazku miedzy kazdg para zmiennych losowych. Dla dwdéch rodzajow ryzyka
Xi, X; wsp6lczynnik korelacji p(X;, X;) przyjmuje wartosci z przedzialu -1 < p(X;, X;) < 1,
okreSlajac tym samym stopiefi wspéizaleznosci pomiedzy nimi. Macierz korelacji w sposob
jednoznaczny determinuje strukture zaleznoSci jedynie w przypadku rozktadéw nalezacych
do klasy rozktadéw eliptycznych, takich jak rozktad normalny czy ¢-Studenta. W pozostatych
przypadkach korelacja liniowa nie wystarcza do pelnego opisu wspdizaleznosci, co istotnie
ogranicza zakres zastosowania tej metody w praktyce modelowania ryzyka.

Metoda wariancji—kowariancji jest czesto stosowana ze wzgledu na prostote implementacji
1 fatwos$¢ interpretacji wynikéw. Jej procedura obejmuje dwa zasadnicze etapy. W pierwszym
z nich wyznaczane sg indywidualne kapitaly «(X;) dla poszczegdlnych sktadnikow portfela. W
drugim etapie nastepuje ich agregacja z uwzglednieniem wspotczynnikéw korelacji liniowej
miedzy skfadnikami ryzyka. Formuta agregacji przyjmuje postac:

k(X1) ! L pin ... pua)[k(Xy)
= || pu _E pad ko)) @2.11)
\ k(X)) \par par ... 1 ]\k(Xa)

Z metodologicznego punktu widzenia metoda wariancji—kowariancji jest poprawna jedy-
nie w przypadku, gdy analizowane zmienne X, ..., X; maja wspllny rozklad eliptyczny, a
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struktura ich zaleznoS$ci moze zosta¢ w pelni opisana przez macierz wspétczynnikéw korelacji
liniowej. W rzeczywistych danych ubezpieczeniowych i finansowych zalozenia te sg jednak
rzadko spetnione, gdyz zaleznoSci mi¢dzy rodzajami ryzyka sg czesto nieliniowe, asymetryczne
lub zwigzane z zachowaniami ekstremalnymi w ogonach rozktadéw. Ogranicza to wiarygodno$¢é
wynikow uzyskiwanych przy uzyciu tej metody.

W konsekwencji zastosowanie metody wariancji—kowariancji w sytuacjach, w ktérych zalez-
noSci miedzy sktadnikami portfela majg charakter silnych wspoéizaleznosci ogonowych, moze
prowadzi¢ do niedoszacowania catkowitego ryzyka oraz wymaganego kapitatu. Oznacza to,
ze model nie doszacowuje prawdopodobieristwa wspdlnego wystapienia ekstremalnych strat
w wielu kategoriach ryzyka jednoczesnie, co w praktyce skutkuje przeszacowaniem efektu
dywersyfikacji. Z tego wzgledu w analizach, w ktorych istotne sa zaleznosci nieliniowe lub
asymetryczne, zaleca sie stosowanie bardziej elastycznych narzedzi, takich jak kopule??, umoz-
liwiajacych oddzielne modelowanie rozktadéw brzegowych oraz struktury zaleznosci migdzy
zmiennymi losowymi. Zastosowanie kopuli pozwala na elastyczne odwzorowanie zaréwno li-
niowych, jak i nieliniowych relacji pomi¢dzy ré6znymi rodzajami ryzyka, niezaleznie od ich
rozktadéw brzegowych, co czyni je szczegdlnie uzytecznym narzedziem w procesie agregacji
ryzyka.

Procedura modelowania oparta na kopulach obejmuje nast¢pujace etapy:

* identyfikacje rozkladéw brzegowych zmiennych losowych (Xi, ..., Xy),

* estymacje struktury zaleznosci pomi¢dzy nimi poprzez dopasowanie odpowiedniej kopuli
C(ul, NN ,ud),

* wyznaczenie rozktadu zmiennej zagregowanej ¥ = ¥(Xj,...,Xy), gdzie ¢ oznacza
funkcje agregujaca,

* obliczenie wymaganego kapitatu x(Y) w oparciu o przyjeta miare ryzyka o(-).

2.2.3 Efekt dywersyfikacji

Agregacja licznych rodzajéw ryzyka, na ktore narazony jest zaktad ubezpieczen, przy czym
nie wszystkie z nich realizuja si¢ rownoczesnie, powoduje, ze catkowity kapitat niezbedny do
zabezpieczenia si¢ przed tymi ryzykami jest z reguly mniejszy niz suma kapitatéw wymaga-
nych dla poszczegdlnych rodzajéw ryzyka rozpatrywanych oddzielnie. Zjawisko to, okreSlane
mianem efektu dywersyfikacji, stanowi jeden z kluczowych elementéw procesu zarzadzania
ryzykiem w zaktadach ubezpieczeni. Efekt dywersyfikacji pozostaje SciSle powigzany z mode-
lowaniem zalezno$ci pomi¢dzy ryzykami (Wanat, 2014), gdyz to wlasnie struktura wspétzalez-
nosci decyduje o stopniu redukcji tacznego wymogu kapitatowego. Znaczenie prawidtowego
modelowania zaleznosci szczegdlnie uwidocznito si¢ w konteksScie kryzysu finansowego w la-
tach 2008-2009, kiedy to okazato si¢, ze bledne zalozenia dotyczace wspétzaleznosci miedzy
aktywami a ryzykami doprowadzily do znacznego niedoszacowania catkowitej ekspozycji na
ryzyko. W literaturze oraz praktyce pojawialy si¢ komentarze wskazujace, ze przyczyng pro-
bleméw byto m.in. niewtasciwe stosowanie kopuli Gaussa, ktéra nie odzwierciedla zaleznoSci
w ogonach rozktadu oraz ogélne niedoszacowanie korelacji. W skrajnych opiniach podkreslano

Bstote kopuli oraz ich zastosowanie w modelowaniu wielowymiarowych rozktadéw ryzyka w kontekscie
wyznaczania wymogéw kapitalowych oméwiono w dalszej czesci niniejszego rozdzialu, tj. w podrozdziatach
2.3-2.6.
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wrecz, ze ,,wszystko, co opiera si¢ na korelacji, jest szarlatanerig”, co uwidacznia wage 1 zto-
zono$¢ zagadnienia modelowania wspoizaleznoSci w ocenie ryzyka. W obszarze ubezpieczen
dywersyfikacja pelni dwie zasadnicze funkcje. Po pierwsze, umozliwia zaktadowi realizacje
jego podstawowej roli, jaka jest tworzenie wspolnoty ryzyka, czyli taczenie jednostek narazo-
nych na podobne zagrozenia w portfele pozwalajace na redukcje finansowych skutkow indy-
widualnych strat. To wlasnie dzigki efektowi dywersyfikacji mozliwe jest oferowanie ochrony
ubezpieczeniowej po ekonomicznie uzasadnionej cenie. Po drugie, dywersyfikacja stanowi na-
rzgdzie zarzadzania portfelem ryzyk, umozliwiajgce kontrole i optymalizacje ekspozycji na
rézne rodzaje ryzyka w ramach dziatalnosci ubezpieczeniowej, inwestycyjnej i operacyjne;j.
Mozna zatem stwierdzié, ze prawidtowa ocena i wykorzystanie efektu dywersyfikacji stanowi
fundament efektywnego funkcjonowania zaktadow ubezpieczen oraz kluczowy element procesu
wyznaczania wymogow kapitatowych w ramach wspoétczesnych systeméw regulacyjnych.

Do oceny efektu dywersyfikacji stosuje si¢ tzw. wspétczynnik dywersyfikacji ED, ktéry
stanowi miare iloSciowa korzySci wynikajacych z faczenia réznych rodzajéw ryzyka w ramach
jednego portfela ryzyk. W niniejszym opracowaniu zostal on zdefiniowany w nastepujacy
sposob:

Ep=1-_*¥) (2.12)

S «(Xi)
gdzie k(Y) oznacza wymdg kapitalowy dla catkowitego portfela, a «(X;) — wymog kapitatowy
odpowiadajacy poszczegdlnym rodzajom ryzyka X;.

Warto$¢ wspotczynnika E D informuje o relacji pomiedzy wymogiem kapitatowym dla port-
fela zagregowanego a suma kapitatow dla jego sktadowych. Wartos¢ ED = 0 wskazuje na brak
efektu dywersyfikacji 1 odpowiada sytuacji, w ktorej ryzyka sa w petni dodatnio skorelowane
(komonotoniczne), co powoduje, ze catkowity wymoég kapitatowy jest rowny sumie kapitatéw
czastkowych. WartoSci dodatnie (ED > 0) oznaczaja wystepowanie pozytywnego efektu dy-
wersyfikacji, czyli redukcje wymaganego kapitalu dzigki czeSciowej kompensacji pomiedzy
sktadnikami portfela. Im wyzsza wartoS¢ wspotczynnika, tym wicksze korzySci z dywersyfi-
kacji. Z kolei, wartoSci ujemne (ED < 0) wskazuja na efekt odwrotny. Wzrost catkowitego
wymogu kapitatlowego po agregacji ryzyk moze mie¢ miejsce w przypadku silnych, dodat-
nich lub nieliniowych zalezno$ci pomigdzy zmiennymi, zwlaszcza w obszarach ogonowych
rozktadéw.

Wiasciwe oszacowanie wspotczynnika ED wymaga doktadnego odwzorowania struktury
zaleznoS$ci pomiedzy agregowanymi rodzajami ryzyka. To wlasnie spos6b modelowania tych
zaleznoSci decyduje o poprawnoSci wnioskowania na temat korzysci z dywersyfikacji oraz o
realnoS$ci oceny kapitatu ekonomicznego zaktadu ubezpieczen. W dalszej czgsci pracy szczego-
fowo oméwiono dwie odmienne koncepcje modelowania struktury zaleznos$ci: podejscie para-
metryczne, oparte na analitycznych postaciach funkcji kopuli, oraz podej$cie nieparametryczne,
wykorzystujace sztuczne sieci neuronowe do estymacji ztozonych, nieliniowych relacji miedzy
zmiennymi ryzyka. Pordwnanie wynikéw uzyskanych w obu podej$ciach stanowi kluczowy
element analizy prowadzonej w niniejszym rozdziale.

2.3 Kopula jako narzedzie modelowania zaleznosci

W celu bardziej elastycznego i realistycznego odwzorowania rzeczywistej struktury zalez-
nosci pomi¢dzy agregowanymi rodzajami ryzyka stosuje si¢ kopule. Formalnie d-wymiarowa
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kopule definiuje si¢ nastepujaco:
Cluy,...,ug) =PU; <uy,...,Uz <uy), (2.13)

gdzie Uy, ...,U; s3 zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1].

Kopula jest zatem dystrybuantg rozktadu wielowymiarowego o brzegach jednostajnych.
Kopula umozliwia pofgczenie dowolnych jednowymiarowych rozktadéw brzegowych w

rozktad wielowymiarowy. Zaleznos¢ te formalizuje twierdzenie Sklara.

Twierdzenie Sklara. Niech F oznacza d-wymiarowg dystrybuante tagczng zmiennej losowej

(X1, ..., Xy) zrozkladami brzegowymi Fi, ..., Fj.

Wéweczas istnieje taka kopula C : [0, 1]¢ — [0, 1], ze dla kazdego (x1, ..., xq4) € R%:

F(Xl,...,xd)=C(F1()C1),...,Fd(xd)). (2.14)

Odwrotnie, jesli C jest kopula, a Fi, . .., Fz sa dystrybuantami jednowymiarowymi, to funkcja
F zdefiniowana powyzej jest dystrybuantg faczng o brzegach Fi, ..., Fy. Jezeli Fy,...,F; sa
ciagte, to kopula C jest wyznaczona jednoznacznie.

Jezeli Fy, ..., F4 sa funkcjami SciSle rosngcymi (réznowartoSciowymi), to istniejg ich funk-
cje odwrotne Fl._1 (i=1,...,d)izachodzi
Cui, ... uq) = F(F ' (w), ..., F; (ua)), (ui,...,ug) €[0,1]%. (2.15)

Zatem, przy znanych rozktadach brzegowych F;, cata informacja o zaleznoSciach pomiedzy
X1, ..., X4 zawarta jest w kopuli C.

Zakladajac ciagtos¢ brzegow, gestoS¢ wspdlna f moze by¢ zapisana jako

d
f(X1,...,Xd) :C(l/tl,...,l/ld) Hﬁ(xi)’ ui:E(xi)9 (216)
i=1
gdzie
4Cuy,. ..,
c(uy,...,ug) = (s ta) (2.17)
oup---0uy

jest gestoScig kopuli. Kazda kopula C € E; (gdzie E; oznacza zbiér wszystkich d-wymiarowych
kopul) spetnia tzw. ograniczenia Frécheta—Hoeffdinga:

max { Z,d:l ui—d+1, 0} < C(uy,...,ug) < minf{uy,...,ug}, (uy,...,ugq) € [0,1]%.
(2.18)
Fakt méwiacy o tym, ze rzeczywista struktura zaleznoSci moze zostaé¢ opisana kopula,
sktonit zar6wno Srodowisko akademickie, jak i praktykéw do konstrukcji réznych kopul odda-
jacych przerézne struktury zalezno$ci. Do podstawowych kopul wykorzystywanych w sektorze
ubezpieczeniowym nalezg kopule eliptyczne 1 kopule Archimedesa.
Kopule eliptyczne powigzane sg z rozktadami eliptycznymi; najczesciej uzywa si¢ kopuli
Gaussa i kopuli 7-Studenta. Kopula Gaussa ma postaé

CS(ui,...,ug) = Op(®@ " (u1),..., 0 (uy)), (2.19)
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gdzie ®r oznacza dystrybuante wielowymiarowego rozktadu normalnego standardowego z ma-
cierzg korelacji R, a @ - dystrybuante jednowymiarowego rozktadu normalnego standardowego.
Kopula #-Studenta definiowana jest przez

Cry (... ug) = tr(t; (ur), ..., 1, (ua)), (2.20)

gdzie tg, jest dystrybuanta wielowymiarowego rozktadu z-Studenta o v stopniach swobody i
macierzy korelacji R, za$ t, jest dystrybuantg jednowymiarowa. Parametr v umozliwia mode-
lowanie zaleznoSci w ogonach rozktadu.

Ograniczeniem kopul eliptycznych jest jednak fakt, ze umozliwiaja one modelowanie jedynie
zaleznoS$ci symetrycznych, co ogranicza ich zastosowanie w sytuacjach, gdy obserwowane sg
asymetrie miedzy ryzykami. Problem ten przezwyci¢za klasa kopul Archimedesa, ktéra pozwala
na odwzorowanie zarowno asymetrycznych zaleznosci, jak i zaleznoSci w ogonach rozkladu
(Hofert, 2008). Kopule z tej klasy definiuje si¢ za pomocg tzw. generatora kopuli ¢ (McNeil &
Neslehova, 2009):

Clur,...,uq) = ¢ p(ur) +- -+ o(uq)), (2.21)

gdzie ¢ : [0,1] — [0, 0] jest funkcjg SciSle malejacg i wypukla, spelniajaca ¢(1) = 0,
¢(0) = 00, a ¢! oznacza funkcje odwrotna (W ujeciu uogélnionym w razie potrzeby).

W literaturze przedmiotu wskazuje si¢ cztery najczesciej stosowane kopule Archimedesa:
Gumbela, Joe, Claytona oraz Franka (F. A.-C. Genest C., 2007). Kopule Gumbela (Gumbel,
1960) oraz Joe (Joe, 1996) nalezg do kopul asymetrycznych, charakteryzujacych si¢ wiegk-
szym prawdopodobienstwem skupionym w gérnym ogonie rozktadu, natomiast kopula Claytona
(Clayton, 1978) koncentruje wigeksze prawdopodobiefistwo w dolnym ogonie. Kopula Franka
(Frank, 1979), majaca charakter symetryczny, zwykle wykazuje mniejsza gestoS¢ w ogonach w
poréwnaniu z kopulami Gumbela, Joe czy Claytona; jednak pozwala na modelowanie umiarko-
wanych zaleznosci.

Szczegdlne znaczenie maja dwuparametryczne kopule Archimedesa, ktére umozliwiaja
jednoczesne modelowanie zaleznosci w obu ogonach rozktadu. Przyktadowo, kopula Claytona
opisuje zaleznoSci w lewym (dolnym) ogonie, natomiast kopula Joe — w prawym (gérnym)
ogonie. Potaczenie tych dwoch funkcji prowadzi do powstania kopuli Joe-Claytona, umozliwia-
jacej opisanie struktury zaleznoSci zaréwno w dolnym, jak i w gérnym ogonie. W literaturze
przedstawiono Ponadto, inne potaczenia jednoparametrycznych kopul Archimedesa, takie jak
kopule Claytona-Gumbela, Joe-Gumbela, Joe-Claytona oraz Joe-Franka. Nalezy zauwazy¢, ze
kopula Claytona nie nadaje si¢ do modelowania zjawisk charakteryzujacych si¢ zaleznoScia
w gérnym ogonie, natomiast znajduje zastosowanie w przypadku zalezno$ci w dolnym ogo-
nie. W celu rozszerzenia zakresu mozliwych do odwzorowania struktur zaleznoSci w ramach
danej rodziny kopul definiuje si¢ tzw. kopule obrécone (rotated copulas), ktére pozwalajg na
modelowanie zalezno$ci w przeciwnych ogonach rozktadu (Brechmann, 2013).

Kopule stanowig efektywne narzedzie umozliwiajace konstrukcje rozktadow wielowymia-
rowych oraz generowanie obserwacji z tych rozktadéw. Znajduje to szczegdlne zastosowanie w
analizie portfeli zawierajagcych wiele rodzajow ryzyka. Konstrukcja ta ma kluczowe znaczenie
w zarzadzaniu ryzykiem, zwlaszcza w kontekScie oceny zaleznoSci miedzy ryzykami, ktére
czesto nie moga by¢ ujete w ramach klasycznych modeli liniowej korelacji.

W celu skonstruowania rozktadu wielowymiarowego nalezy:

1. dopasowacd rozklady brzegowe Fi, ..., Fy,
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2. oszacowac kopule C, opisujaca strukture zaleznoSci miedzy sktadnikami,
3. zdefiniowacé wspdlng dystrybuante F(xy,...,xq) = C(Fi(x1), ..., Fa(xq)).

Symulacja obserwacji z tak okre§lonego rozktadu przebiega wedtug nastepujacej procedury:

1. generuje si¢ realizacje (Uy,...,Uy) ~ C, gdzie C to wczesniej dopasowana kopula,
2. obliczasi¢ X; = F, /(U dlai=1,...,d,

3. wektor (Xj, ..., X;) marozkiad wspélny F z brzegami F; oraz zaleznosScig opisang przez
C.

Zastosowanie kopul w zarzadzaniu ryzykiem finansowym umozliwia realistyczne modelo-
wanie wspoélzaleznosci pomigdzy czynnikami ryzyka, w tym zwlaszcza zaleznoSci w ogonach
rozktadu. Cecha ta pozwala na uwzglednienie podwyzszonego prawdopodobienistwa jedno-
czesnego wystapienia ekstremalnych strat w wielu pozycjach portfela, co nie jest mozliwe w
przypadku modeli opartych wytacznie na korelacjach liniowych, takich jak modele oparte na
wspOlnym rozktadzie normalnym.

W praktyce finansowej kopule sg szeroko wykorzystywane m.in. do modelowania ryzyka
skrajnego oraz analizy portfelowej, gdzie kluczowe znaczenie ma doktadne ujecie wspotzalezno-
Sci pomigdzy sktadnikami portfela. W kontekscie regulacyjnym (zaréwno w ramach wymogow
kapitatlowych zgodnych z Bazyleg II/111, jak i Solvency II) odpowiednie odwzorowanie struktury
zalezno$ci stanowi podstawe do wyznaczenia miar ryzyka, takich jak warto$¢ zagrozona (VaR)
oraz oczekiwany niedobor (ES).

Zastosowanie kopuli umozliwia rowniez ocen¢ efektu dywersyfikacji. W zaleznosci od
przyjetego typu kopuli, wspélna dystrybuanta strat portfela moze wykazywaé rézny poziom
zaleznoSci skrajnych, co wptywa na oszacowanie redukcji ryzyka wynikajacej z rozproszenia
ekspozycji. Badania empiryczne wskazuja, ze wybor konkretnej kopuli moze istotnie wptywaé
na wyniki agregacji ryzyka. Dla identycznych rozktadéw brzegowych rézne kopule prowadza do
odmiennych szacunkéw wymaganego kapitatu oraz korzysci z dywersyfikacji. Niedoszacowanie
zaleznoSci, np. poprzez zastosowanie kopuli niedostatecznie uwzgledniajacej wspotwystepowa-
nie skrajnych zdarzen, prowadzi do zbyt optymistycznej oceny ryzyka oraz zanizenia wymogow
kapitatlowych. Z kolei, zastosowanie kopuli modelujacej silng zalezno$¢ ogonowa (np. kopuli
t-Studenta lub niektérych kopuli Archimedesowych) skutkuje nizszym efektem dywersyfika-
cyjnym i wyzszymi wymogami kapitatowymi, co stanowi bardziej konserwatywne i bezpieczne
podejscie z punktu widzenia instytucji finansowe;j.

Aby zilustrowaé znaczenie struktury zaleznoSci w agregacji ryzyka, rozwazono przykltad z
rozktadami brzegowymi X; ~ N (0, 3922) oraz X, ~ N (0,248?). Strukture zaleznosci opisano
kolejno za pomocg kopul Archimedesa: Claytona, Franka i Gumbela, tak aby wspétczynnik
korelacji liniowej miedzy (Xi, X>) wynosit 0.25. Na Rysunku 2.1 przedstawiono wykresy
konturowe uzyskanych rozktadéw dwuwymiarowych (od lewej: Claytona, Franka, Gumbela).
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Rysunek 2.1: Wykresy konturowe dla kopul Claytona, Franka i Gumbela.

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Kopule eliptyczne sg elastyczne w modelowaniu zaleznoS$ci dla wigkszej liczby zmiennych,
lecz z natury sg symetryczne. Kopule Archimedesa dobrze odwzorowuja asymetrie w przy-
padku dwoch zmiennych, jednak przy wickszym wymiarze pojedynczy parametr zaleznoSci
narzuca t¢ sama sile zwigzku dla wszystkich par, co ogranicza elastycznos$¢. Z tego wzgledu
w zastosowaniach ubezpieczeniowych stosuje si¢ takze kaskady kopuli (vine copulas), ktére
pozwalaja realistyczniej opisac ztozone struktury wspétzaleznosci w wyzszych wymiarach.

2.4 Kaskady kopul

W przypadku modelowania zaleznoSci wielowymiarowych przydatnym narzedziem sg ka-
skady kopuli. W odréznieniu od wielowymiarowych kopuli Archimedesa, gdzie parametr zalez-
nosci dlakazdej pary zmiennych losowych jest taki sam, kaskady kopuli uwzgledniaja zaleznoSci
miedzy kazdg parg zmiennych losowych. Wprowadzone przez (Bedford & Cooke, 2002) ka-
skady kopul to elastyczna klasa modeli, w ktérych wielowymiarowy rozktad przedstawiany jest
za pomoca kopul dwuwymiarowych. Pozwala to na elastyczno$¢ w modelowaniu zalezno$ci
miedzy wigkszg liczbg zmiennych losowych, uwzgledniajac przy tym asymetrie rozktadéw oraz
zaleznos$ci w ogonach. W odréznieniu od wielowymiarowych kopul Archimedesa, gdzie para-
metr zalezno$ci dla kazdej pary zmiennych losowych jest taki sam, kaskady kopul uwzgledniaja
zaleznoSci miedzy kazda para zmiennych losowych.

Stosowane s3 dwa modele kaskad kopul (Czado, 2019): D-kaskada kopul (D-vine) oraz
C-kaskada kopul (C-vine). Sposéb ich konstrukcji najczesciej przedstawiany jest w sposob gra-
ficzny. Przyktadowg pieciowymiarowg dekompozycje D-kaskady kopul przedstawia Rysunek
2.2.
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Rysunek 2.2: Pigciowymiarowa dekompozycja D-vine kopul.

Zrédio: Opracowanie wlasne.

W wierzchotkach drzewa 77 umieszcza si¢ indeksy zmiennych losowych, ktére taczy sie
krawedziami, a nastepnie wyznacza si¢ ich etykiety. Krawedz taczaca wierzchotek 1 z wierzchot-
kiem 2 etykietuje si¢ jako 12, wierzchotek 2 z wierzchotkiem 2 jako 23 itd. Do wierzchotkéw
drzewa T trafiajg etykiety z drzewa T, nastepnie wierzcholki faczy si¢ krawedziami i nadaje
im si¢ etykiety. Krawedz faczaca wierzchotek 12 z wierzchotkiem 23 etykietuje si¢ jako 13;2,
gdzie po Sredniku umieszcza si¢ indeks zmiennej, wystepujacej zaréwno w wierzchotku 12,
jak 1 w wierzchotku 23, a przed Srednikiem umieszcza si¢ indeksy pozostatych zmiennych w
kolejnosSci rosnacej. Zmienne przed Srednikiem to zmienne warunkowane, a po Sredniku to
zmienne warunkujace. Kolejne krawedzie drzewa 7, wyznacza si¢ analogicznie. W drzewie
T3 w wierzchotkach umieszcza si¢ etykiety z drzewa 7,. Wierzcholki drzewa taczy si¢ krawe-
dziami, ktdre etykietuje si¢, powtarzajac rozumowanie z drzewa 7>. Dla przykladu etykieta dla
krawedzi taczacej wierzchotek 13;2 z wierzchotkiem 24;3 jest 14;23. Po Sredniku umieszcza
si¢ zmienne wystepujace zarowno w wierzchotku 13;2, jak 1 w wierzchotku 24;3 w kolejnosci
rosnacej, a przed Srednikiem pozostale zmienne w kolejnosSci rosnacej. W ostatnim drzewie
T, do wierzchotkéw grafu trafiajg etykiety z drzewa T;. Etykiete dla krawedzi w tym drzewie
wybiera si¢ analogicznie do etykiet w drzewach wcze$niejszych.

Zatem, wyznaczajac D-kaskade¢ kopul dla d zmiennych losowych, otrzymuje si¢ d-1 drzew.
Pierwsze drzewo sktada si¢ z d wierzchotkow 1 d — 1 krawedzi. Okazuje si¢, ze wybor porzadku
w drzewie T nie jest jednoznaczny i determinuje porzadek w kolejnych drzewach. Dla d
wierzchotkéw w drzewie 77, zauwazajac, ze krawedzie w drzewie 77 sg nieskierowane, istnieje
% mozliwos$¢ wyboru dekompozycji D-kaskady kopul.

Majac ustalony porzadek w drzewie 77, przystepuje si¢ do wyboru kopuli i jej parametrow dla
kazdej krawedzi drzewa 77 . Jesli drzewo T sktada sie z d wierzchotkow, to zostaje dopasowanych
d — 1 kopul. Kazda kopula jest indeksowana etykieta krawedzi, dla ktorej zostata dobrana.
Nastepnie, z wybranych kopul losuje si¢ obserwacje. Otrzymuje si¢ d — 1 macierzy obserwacji
o wymiarach n X 2, (n oznacza liczebnos$¢ préby), ktére trafiajg do wierzchotkéw drzewa 7>.
Dalej, dla kazdej krawedzi drzewa T, dobierana jest rodzina kopul warunkowych oraz ich
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parametry. Wybranych kopul jest d — 2, a kazda kopula indeksowana jest etykietg krawedzi, do
ktorej zostata dobrana. Procedure t¢ powtarza si¢ az do momentu wyznaczenia dwuwymiarowej
kopuli warunkowej dla dwéch ostatnich wierzchotkéw drzewa.

Zgodnie z (Czado, 2019), gesto$¢ d-wymiarowego rozkladu dla konstrukcji D-vine moze
by¢ zapisana jako:

d d-1d-t
f(x) = l_[ NACTIRS l_[ l—l Ciirtli+tsit—1 (iliasint—15 Wirtli+1:ie—1) » (2.22)
k=1 (=1 i=1
gdzie c; j|p oznacza warunkowa gestos¢ kopuli dla zmiennych X; 1 X;, warunkujac wzgledem
zbioru D, a uy|p oznacza warunkowg dystrybuante zmiennej X; dang warunkiem D.
Inaczej wyglada sytuacja w przypadku, gdy zadaniem jest wyznaczenie dekompozycji C-
kaskady kopul. Ponizsza grafika (rys. 2.3) ilustruje przyktad dekompozycji dla pieciu zmiennych
losowych.

Rysunek 2.3: Pigciowymiarowa dekompozycja C-vine kopul.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

W odréznieniu od dekompozycji D, w dekompozycji C-kaskady kopul wybierana jest
zmienna, ktdra jest korzeniem drzewa. Po ustaleniu korzenia dla drzewa T laczy si¢ go z
pozostatymi wierzchotkami drzewa 77, a nastgpnie krawedzie drzewa T etykietuje sie¢ w taki
sam sposdb, jak krawedzie drzewa 71 w dekompozycji D-vine. Krawedzie drzewa T stajg si¢
wierzchotkami drzewa 75, a z nich wybiera si¢ korzen dla drzewa T. Korzen taczy sie kra-
wedziami z pozostatymi wierzchotkami drzewa 7, 1 nadaje im etykiety. Etykieta dla krawedzi
taczacej korzen 12 1 wierzchotek 13 to 23;1, korzen 12 1 wierzchotek 14 to 24;1, korzen 12 i
wierzchotek 15 to 25;1. Zatem zmienng warunkujaca w drzewie 75 jest zmienna, ktéra byta ko-
rzeniem drzewa 7. Kontynuujgc to rozumowanie, dla drzewa T3 zmiennymi warunkujacymi sg
zmienne, ktére znajduja si¢ w korzeniu drzewa 75. Porzadek w drzewie T nie jest jednoznaczny
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1 nie determinuje porzadku w kolejnych drzewach. Wystepuje % mozliwych dekompozycji
C-vine (Aas, Czado, Frigessi, & Bakken, 2009).

Gdy zostal juz wybrany korzeri drzewa 77, dla kazdej krawedzi drzewa T; dobierana jest
kopula, ktéra indeksuje si¢ etykieta danej krawedzi drzewa 77. Po dobraniu wszystkich kopuli
w drzewie T losowane sg z nich obserwacje. Otrzymuje si¢ d — 1 macierzy obserwacji 0 wy-
miarach n X 2 (n oznacza liczebnos$¢ proby), z ktérych najpierw wyznacza si¢ korzen drzewa
T,. Podobnie jak przy wyborze korzenia dla drzewa 77, wyznacza si¢ macierz wartosci bez-
wzglednych wspoétczynnika 7 Kendalla dla d — 1 zmiennych i wybiera si¢ te, dla ktérej suma
w kolumnie macierzy jest najwicksza. Zmienna ta zostaje korzeniem drzewa 7>, a pozostale
zmienne umieszcza si¢ na wierzchotkach 1 taczy z korzeniem krawedziami. Majac wyznaczone
drzewo T3, dla kazdej krawedzi dobiera si¢ kopule warunkowe indeksowane etykietami krawedzi
drzewa T,. Procedure t¢ powtarza si¢, az zostanie wyznaczona warunkowa kopula dwuwymia-
rowa dla dwéch ostatnich wierzchotkéw.

W przypadku dekompozycji C-vine funkcja gesto$ci przyjmuje postaé: Dla konstrukcji C —vine
wzOr na gesto$¢ przyjmuje postaé (Czado, 2019):

d d-1 d

f(x) = l—[fk(xk) X 1—[ l_[ Criltj-1 (Uj1j-1» Ui1j-1) » (2.23)
k=1 j=1i=j+1

gdzie interpretacja oznaczen jest analogiczna jak w przypadku konstrukcji D — vine.

Struktura C-kaskady kopul stosowana jest, jesli wsréd zmiennych losowych, z ktérych
konstruowany jest rozktad wielowymiarowy, jedna ze zmiennych losowych wykazuje duza
zaleznos$¢ z pozostatymi zmiennymi losowymi. Natomiast, jesli taka zmienna losowa nie istnieje,
wykorzystuje si¢ dekompozycje D-kaskady kopul.

Szczegétowe omoéwienie konstrukcji D — vine oraz C — vine, wraz z ich teoretycznymi
podstawami i implementacjg w jezyku R, przedstawiono w monografii (Czado, 2019). Obie
konstrukcje stanowig elastyczne podejScie do modelowania zlozonych zalezno$ci pomiedzy
wieloma zmiennymi losowymi, umozliwiajac dekompozycje wielowymiarowych kopuli na sze-
reg kopuli dwuwymiarowych z odpowiednimi warunkowaniami.

W kontekscie zarzadzania ryzykiem w zakladach ubezpieczen konstrukcje kaskady kopul
sg szczegOllnie przydatne, poniewaz pozwalajg na realistyczne odwzorowanie struktury wspot-
zaleznoSci miedzy réznymi Zrédtami ryzyka, takze w ogonach rozktadéw. Takie podejscie jest
zgodne z wymogami regulacyjnymi Solvency II, ktore naktadaja na ubezpieczycieli obowia-
zek wyznaczania kapitalowych wymogéw wyptacalnosci w oparciu o petne rozktady ryzyka,
przy uwzglednieniu ich wzajemnych powigzan. Dzigki kaskadom kopul mozliwe jest lepsze
uchwycenie efektu dywersyfikacji i bardziej precyzyjne oszacowanie miar takich jak wartos$¢
zagrozona czy oczekiwany niedobdr, co wptywa na bezpieczeristwo finansowe instytucji i zgod-
no$¢ z regulacjami.

2.5 Kopule Nieparametryczne

Ograniczeniem kaskad kopuli jest fakt, ze dekomponuja one rozktad wielowymiarowy na
rozktad opisywany za pomoca kopul dwuwymiarowych, ktore dla zadanych parametrow opi-
suja z gory okreslony ksztalt zaleznosci. Dodatkowo, w praktyce czesto przyjmuje si¢ zalozenie
upraszczajace, tzn. ze dwuwymiarowe kopule zaleza od zmiennych warunkujacych tylko po-
Srednio, poprzez warunkowe rozkltady brzegowe. Oznacza to, ze kopula c3p (U, Us) pod
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warunkiem U; = u, jest taka sama dla wszystkich wartosci u;, € (0, 1). Podejscie oparte na ko-
pulach nieparametrycznych polega na braku zalozenia apriorii dotyczacego ksztaltu zaleznoSci.
W badaniach empirycznych wykorzystano dwie kopule nieparametryczne: kopule szachownicy
kopule odcinkowo liniowa.

Kopula szachownicy

Idea kopuli szachownicy (ang. checkerboard copula) polega na wykorzystaniu réwnomier-
nego podzialu przestrzeni jednostkowej w celu konstrukcji funkcji schodkowej, przyblizajace;j
rzeczywistg strukture zaleznosci.

Niech dana bedzie macierz obserwacji o wymiarach nxd, am € N oznacza liczb¢ podziatéw
przedziatu jednostkowego w kazdej wspotrzednej (m jest dzielnikiem n ). Wowczas przestrzen
[0, 1]¢ dzieli sie na m? réwnych kostek, indeksowanych przez zbiér

I ={i=(i,....ia) €{1,....,m}"}. (2.24)
Kazdej kostce odpowiada podobszar przestrzeni:

L fi-1
Ii,m—l_[( ~ ’Z]' (2.25)

J=1

Niech u oznacza miare¢ (rzeczywista lub empiryczng) odpowiadajaca rozktadowi kopuli, a
A miare Lebesgue’a w R?. Kopule szachownicy definiuje si¢ jako:

Cx)= > miulim) - A([0.X] 0 fim), x€[0,1], (2.26)
ief
gdzie [0,x] = ]—[;.l=1 [0,x/].

Z punktu widzenia generowania obserwacji, konstrukcja (2.26) oznacza wybor kostki /i, z
prawdopodobienstwem g (/; ), a nastgpnie losowanie punktu z rozkladu jednostajnego na tej
kostce.

Alternatywnie, mozna zastosowaé¢ monotoniczng wersje kopuli szachownicy:

Cx) = ) mu(liyy) - min fag = B2, g = 2L L 2.27)
iel
W zastosowaniach empirycznych zastosowano wersj¢, w ktorej miara u jest zastgpowana
miarg empiryczng [, okreslong jako:

. 1<
ACOXD = > L0 0 cny kP (2.28)
k=1

gdzie Rf.k) oznacza rang¢ k-tej obserwacji w j-tej zmiennej marginesowej (przeskalowane;j
do przedziatu [0, 1]).

Dla d = 2, warto$¢ m oznacza liczbg podzialéw przestrzeni [0, 1]2 na m? kwadratéw o
bokach dtugosci %, ktore stanowig dyskretng siatke wykorzystywana do aproksymacji ciaglej
kopuli.

Przyktad
Wyznaczajac struktury zalezno$ci miedzy dwoma segmentami ubezpieczyciela, dla kazdego
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segmentu wzieto 48 obserwacji. Na ponizszych Rysunkach 2.4 - 2.9 przedstawiono dopaso-
wanie kopuli szachownicy do danych rzeczywistych. Czerwone punkty oznaczaja obserwacje

rzeczywiste, natomiast czarne to realizacje z kopuli.
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Rysunek 2.4: Kopula szachownicy (m = 1).

Zrédto: Opracowanie wlasne.
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Rysunek 2.6: Kopula szachownicy (m = 4).
Zrédto: Opracowanie whasne.
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Rysunek 2.5: Kopula szachownicy (m = 3).
Zrédto: Opracowanie whasne.
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Rysunek 2.7: Kopula szachownicy (m = 6).

Zr6dto: Opracowanie wlasne.
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Rysunek 2.8: Kopula szachownicy (m = 12). Rysunek 2.9: Kopula szachownicy (m = 16).
Zrédto: Opracowanie whasne. Zrédto: Opracowanie whasne.

Kopula odcinkowo liniowa

Kopula odcinkowo-liniowa (ang. piecewise linear copula) stanowi elastyczng metode przy-
blizania struktury zaleznoSci pomi¢dzy zmiennymi losowymi. Konstrukcja ta opiera si¢ na
podziale przestrzeni jednostkowego hiperszescianu [0, 1]¢ na skoficzong liczbe niesktadajacych
si¢ na siebie regionéw (platéw), z ktdrych kazdy moze mie€ r6zny ksztatt i rozmiar.

Niech £ = {{;,...,{} oznacza taki podzial, a pi,..., px beda wagami spetniajagcymi
pi > 0 oraz Zle pi = 1. Wowczas kopula odcinkowo-liniowa okre§lona na £ z wagami
p = (pi1,..., px) mapostaé:

k
Cpr(x) = D" pids(x), (2.29)
i=1
gdzie x = (x1,...,x4) € [0, 114, a
1
Ag,(x) = o) A([0,x] N &), (2.30)

za$ A oznacza standardowa d-wymiarowa miar¢ Lebesgue’a. Warto$¢ A, (X) opisuje proporcje
objetosci czesci plata ¢; zawartej w prostopadioScianie [0, x].

Konstrukcja ta umozliwia dopasowanie do bardziej ztozonych struktur zalezno$ci w danych
empirycznych. W przeciwienstwie do kopuli szachownicy, gdzie przestrzeri [0, 1]¢ dzielona
jest na regularng siatke kostek tej samej wielkoSci, tutaj dopuszcza si¢ zmienno$¢ rozmiar6w i
ksztattow ptatéw, co przektada si¢ na wieksza elastyczno§¢ odwzorowania lokalnych struktur
zaleznosSci.

Szczegdlnym przypadkiem kopuli odcinkowo-liniowej jest sytuacja, w ktorej p; = A(¢;) dla
kazdegoi =1, ..., k. Wéwczas funkcja C,, , spetnia warunki kopuli, czyli stanowi dystrybuante
rozkladu wielowymiarowego z rozktadami brzegowymi jednostajnymi na [0, 1] .

Kopule odcinkowo-liniowe stosowane s3 w szczegdlnosci do estymacji kopuli empirycznej,
modelowania ztozonych zalezno$ci w danych finansowych, a takze w analizie ryzyka i mode-
lowaniu zalezno$ci w ogonach rozktadéw (Durante & Sempi, 2015; C. Genest, Rémillard, &
Beaudoin, 2009).
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Przyktad
Odcinkowo liniowa kopula w odréznieniu od kopuli szachownicy, w ktorej kostki dzielgce

przestrzent mialy réwne dlugosci bokéw, odcinkowo liniowa kopula dzieli przestrzen na tak
zwane liscie o réznych wymiarach. Okresla si¢ minimalng liczbe obserwacji w liSciach, ponizej
ktérej nie nastgpuje dalszy podzial. W analizowanym przyktadzie ustalono, ze algorytm nie
powinien dzieli¢ liscia, jesli zawiera on 3 obserwacje. Podczas pierwszej iteracji (rys. 2.10)
algorytm podzielil przestrzen na cztery identyczne liScie:

Rysunek 2.10: Odcinkowo liniowa kopula — pierwsza iteracja.

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Lis¢ zaznaczony na niebiesko zostal podzielony na trzy kolejne liScie. Na Rysunku 2.11
pokazano, ze w liSciach 1 i1 2 znajduja si¢ trzy obserwacje, wiec te dwa liscie nie zostang
podzielone w nastepnej iteracji, natomiast trzeci liS¢ zostanie podzielony.

Rysunek 2.11: Odcinkowo liniowa kopula — druga iteracja.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Na Rysunku 2.11 pokazano, ze trzeci liS¢ zostal podzielony na cztery liScie, a w kazdym z
nich znajduja si¢ dwie lub trzy obserwacje. Dlatego w tej iteracji (rys. 2.12) algorytm koriczy
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dzielenie tego liscia.

Rysunek 2.12: Odcinkowo liniowa kopula — trzecia iteracja.

Zrédto: Opracowanie whasne.

Jak zaprezentowano w powyzszych przyktadach, kopule nieparametryczne dopasowuja si¢
do danych rzeczywistych, dzielac przestrzen na kostki czy liScie. Jest to ich gtéwng przewaga
nad kopulami z rodziny Archimedesa czy kaskadami kopul, gdzie struktura zaleznoSci jest
okreslona dla danego parametru.

2.6 Wplyw informacji o strukturze zaleznoSci na ocen¢ zagregowanego
ryzyka i efekt dywersyfikacji

W niniejszym podrozdziale analizowany jest wptyw zakresu informacji o strukturze zalez-
noSci pomiedzy sktadowymi ryzyka na ksztatt rozktadu zmiennej Y = X +- - -+ X7, modelujace;j
zagregowane ryzyko portfela. Na podstawie rozktadu zmiennej Y wyznaczane sg miary ryzyka,
ktére Z kolei, stuza do okreslania wymogow kapitatowych, a takze do oceny efektu dywersyfi-
kacji.

Wyznaczenie rozktadu zagregowanego ryzyka Y stanowi zadanie zlozone, zalezne zaréwno
od wiedzy o rozktadach brzegowych zmiennych X, ..., X;, jak 1 od wiedzy na temat ich
wspotzaleznoSci. W praktyce zazwyczaj zaktada si¢, ze funkcja agregujaca ¢ przyjmuje postac
sumy sktadowych, czyli ¢ (Xi,...,Xgy) = X1 +--- + Xy.

Mozna wyrézni¢ dwa gtéwne przypadki, zaleznie od dostgpnych informacji. W pierwszym
przypadku dostepna jest pelna wiedza o rozktadzie wielowymiarowym wektora (X1, . . ., Xz), co
pozwala na bezpoSrednie wyznaczenie rozktadu zmiennej Y. W drugim przypadku wiedza jest
niepelna — najczesciej dostepne sa jedynie dobrze oszacowane rozktady brzegowe, natomiast
struktura zaleznoSci pozostaje czgSciowo lub catkowicie nieznana.

W sytuacji ograniczonej wiedzy bezposrednie wyznaczenie rozkladu zmiennej Y nie jest
mozliwe. Woéwczas stosuje si¢ podejScia polegajace na wyznaczeniu ograniczefi dolnych i
goérnych dla dystrybuanty tej zmiennej. W konteks$cie regulacyjnym, np. w ramach systemu
Solvency II, ograniczenia te majg istotne znaczenie praktyczne, gdyz umozliwiajag wyznaczenie
przedziatéw niepewnosci dla miar ryzyka, w szczegdlnosci dla wartoSci zagrozonej VaR, (Y).
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W dalszej czeSci rozdzialu omoéwione zostang rozne poziomy wiedzy o strukturze zaleznosci
- od jej petnej znajomosci po catkowity brak wiedzy - oraz ich wptyw na rozktad agregatu ryzyka
1 ocen¢ efektu dywersyfikacji.

2.6.1 Pelna wiedza o rozkladzie wielowymiarowym

W tym przypadku mozliwe jest doktadne wyznaczenie dystrybuanty zmiennej Y oraz miar
ryzyka, takich jak VaR,(Y) czy ES,(Y), co pozwala na precyzyjne okreslenie wymogow
kapitatowych oraz efektu dywersyfikacji.

Niech Fx oznacza dystrybuante taczng wektora (X1, . . ., X4). Wowczas dystrybuanta zmien-
nej Y wyraza si¢ wzorem:

Fy(y)=P(Y <y) :/I( )dFX(xl,...,xd), (2.31)
y
gdzie
d
I(y):{(xl,...,xd)eRd:inSy}. (2.32)
i=1

Wyznaczenie powyzszej calki moze by¢ numerycznie wymagajace (Arbenz, Embrechts, &
Puccetti, 2011a, 2011b). W celu uproszczenia analizy czgsto rozwaza si¢ dwie ekstremalne
struktury zaleznoS$ci: niezalezno$¢ i komonotonicznos¢.

Przypadek niezaleinosci.
Niech (X}, ..., X j) oznacza wektor losowy o tych samych rozktadach brzegowych co (X1, .. ., Xy),
ale z zalozeniem niezalezno$ci mi¢dzy zmiennymi. Wéwczas dystrybuanta wspdlna ma postac:

d
Fyi(x1,...,xq) = ]—[ Fy, (x7). (2.33)
i=1

Rozktad zmiennej Y+ = XlJ' +---4+X j moze zosta¢ wyznaczony za pomoca splotu rozktadow
brzegowych, np. z wykorzystaniem transformaty Fouriera (Duhamel & Vetterli, 1990) lub
metod rekurencyjnych (np. formuly Panjera (Panjer, 1981)). Takie podejScie moze prowadzic¢
do niedoszacowania catkowitego ryzyka. Jesli Y i Y+ nalezg do tej samej klasy Frécheta,
wowczas majg t¢ samg warto$¢ oczekiwang: E[Y] = E[Y].

Przypadek komonotonicznosci

Niech (X7,...,X]) oznacza wektor losowy o komonotoniczne;j strukturze zaleznosci i tych
samych brzegach co (X1, ..., Xy), tj.:
Fxe (xl, cen ,xd) = l’nil’l{Fx1 (xl), ey de(xd)}, (234)

co jest rtOwnowazne zapisowi:
c oy 4 - -
(X¢, ... X5 4 (FXII(U), o FX;(U)) . U~UO,1). (2.35)

Rozktad Y© = X7 +- - -+ X moze by¢ wyznaczony przez sume kwantyli, co zazwyczaj prowadzi
do przeszacowania ryzyka. Zgodnie z wynikami Dhaene, Denuit, Goovaerts, Kaas, and Vyncke
(2002), dla kazdej wypuktej funkcji v, dla ktorej istnieje warto$¢ oczekiwana, zachodzi:

E[v(Y)] < E[v(Y9)]. (2.36)
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Oznacza to, ze Y dominuje Y w sensie porzadku wypuktego (convex order), co przektada si¢
m.in. na relacje VaR(Y¢) > VaR(Y).

Rozkiady 7 zaleznosciqg liniowq
W praktyce czgsto przyjmuje sie¢ zalozenie, ze zmienne maja strukture liniowej zaleznoSci, np.
rozktad wielowymiarowy normalny. Wéwczas:

d d
=1 ]:1

Y~N ,uzzd:,ul-, 0'222 aij | 2.37)
i=1 '

1

co umozliwia tatwe obliczenie warto$ci VaR, (Y) i ES,(Y).

Podejscie numeryczne - algorytm AEP

W przypadku braku analitycznego opisu dystrybuanty tacznej Fxy mozna zastosowaé algorytm
AEP (ang. Additive Extension Procedure) zaproponowany przez Arbenz et al. (2011a, 2011b),
ktéry umozliwia numeryczne przyblizenie rozktadu zmiennej Y bez koniecznosci stosowania
symulacji Monte Carlo lub catkowania ggstosci. Metoda ta opiera si¢ na geometrycznej aprok-
symacji zbioru poziomicowego funkcji >} x; < y, co umozliwia szybka i doktadng estymacje
rozktadu agregatu w przypadku znanych rozktadéw brzegowych i kopuli.

2.6.2 Znane rozklady brzegowe i cz¢sciowa informacja o strukturze
zaleznoSci

Miary zaleznoSci odgrywaja kluczowg role w analizie zaleznoSci pomi¢dzy zmiennymi lo-
sowymi, umozliwiajac iloSciowe ujecie stopnia zaleznoSci. Kazda z miar, takich jak 7-Kendalla,
p-Spearmana, wspolczynnik Blomqvista czy gamma Giniego, charakteryzuje si¢ inng wrazli-
woScig na zmiany w rozkladzie obserwacji 1 r6znym sposobem ujecia zaleznoSci pomiedzy
zmiennymi. Wspétczynnik 7-Kendalla opiera si¢ na liczbie par obserwacji zgodnych i niezgod-
nych, odzwierciedlajgc ogdlng monotonicznos¢ zaleznos$ci pomi¢dzy zmiennymi. Wspétczynnik
p-Spearmana mierzy site zaleznoSci w oparciu o korelacje rang, co czyni go mniej wrazliwym
na wartosci skrajne, lecz bardziej podatnym na nieliniowosci w Srodkowych zakresach rozktadu.
Miara Blomgqvista koncentruje si¢ na zaleznosci pomiedzy medianami rozktadow brzegowych,
przez co jest szczegllnie uzyteczna w analizie symetrycznych struktur zaleznosSci. Natomiast,
gamma Giniego, bedaca uogdlnieniem wspétczynnika Giniego na przypadek dwuwymiarowy, w
wiekszym stopniu akcentuje zalezno$¢ w centralnych czeSciach rozktadu, dzigki czemu stanowi
alternatywe dla klasycznych wspétczynnikéw korelacji w sytuacjach, gdy zalezno$¢ pomiedzy
zmiennymi jest nieliniowa lub asymetryczna.

Znajomo$¢ wartoSci wybranej miary pozwala zdefiniowaé zbior wszystkich kopul dwu-
wymiarowych, dla ktérych dana miara przyjmuje ustalong warto$¢, co umozliwia konstrukcje
odpowiadajacych im gérnych i dolnych ograniczen Frécheta—Hoeffdinga. W dalszej czeSci pod-
rozdziatu przedstawiono wybrane miary zaleznoSci oraz wynikajace z nich analityczne postaci
ograniczen dla kopul dwuwymiarowych.

Rozwazajac przypadek dwuwymiarowy, niech k : E, — [—1, 1] bedzie dang miarg zgod-
nosci, a k € [—1, 1]. Wéwczas zbiér

Fo:={C €5, | k(C) = k} (2.38)

gdzie E; jest klasg wszystkich kopul dwuwymiarowych, a ¥ odpowiada takim kopulom
dwuwymiarowym, dla ktérych warto§¢ miary « wynosi k. Wigcej na temat miar zgodnosci
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mozna znalezé w (Liebscher, 2014; Fuchs & Schmidt, 2014). W literaturze przedstawiono
wyznaczanie ograniczefi kopuli (dystrybuanty) przy zatozeniu znajomoSci wybranych miar za-
leznosci, takich jak: wspéiczynnik 7 Kendalla (7), wspdtczynnik p Pearsona, wspétczynnik
Blomgvista (), wspéiczynnik rang Spearmana (¢) oraz gamma Giniego (7). Dla miar zalez-
nosci 7, p oraz B najlepsze dolne punktowe ograniczenia zostaty podane w pracach (Liebscher,
2014; Fuchs & Schmidt, 2014). Odpowiednie wzory maja postac:

* w przypadku, gdy znany jest wspotczynnik korelacji 7-Kendalla

1
F_ (uy,uz) = max {O;ul +up — 1;5 (u1 +uy — \/(ul - u2)2+ 1 —T)} , (2.39)

* w przypadku, gdy znany jest wsp6tczynnik korelacji p-Spearmana
1
F, (u1,uz) = max {O; up+uy—1; > (ur +uy — ¢ (uy, uz,pg))} , (2.40)

gdzie:

(9(1 = py) +3v9(1 — py)? = 3(uy —u2)6>3%1 (2.41)
+O(1 = py) = 330(1 = pg)? = 3(ur — 1))

* w przypadku, gdy znany jest wsp6tczynnik korelacji Blomqvista

o(ur, uz, ps) =

(1 1
F, (u1,uz) = max {O;ul il — 1;5% - (5 - u1)+ - (E - u2)+}, (2.42)

gdzie x; = max(0;x).

W pracy (Kokol Bukovsek, Mazo, Mesiar, & Omladic¢, 2021) opracowano odpowiednio
gbrne i dolne granice dla rang Spearmana oraz gamma Giniego. Posta¢ analityczna tych ogra-
niczefi jest bardziej ztozona niz dla miar zaleznoSci prezentowanych powyzej. W dalszej czesci
podrozdziatu przedstawiono ide¢ oraz uzyskane ograniczenia.

W celu wyznaczenia lokalnych ograniczen dla zbioru kopul o ustalonej wartoSci wspotczyn-
nika Spearmana rozwaza si¢ rodzin¢ wszystkich kopul dwuwymiarowych, dla ktérych ta miara
przyjmuje okre$long wartos$¢. Niech

Fo ={CeE|p(C)=0¢}, (2.43)

gdzie E; oznacza klase wszystkich kopul dwuwymiarowych, a Fy oznacza zbiér wszystkich
kopul dwuwymiarowych, dla ktérych wspétczynnik Spearmana przyjmuje ustalong warto$¢
¢ e [-1.1].

Wsréd wszystkich kopul E, wyrdzniajg si¢ tak zwane granice Frécheta-Hoeffdinga, ktdre
okreSlaja skrajne przypadki mozliwej zaleznoSci pomiedzy zmiennymi losowymi. Granice te
definiuje si¢ nastepujaco:

W(a,b) = max{0, a +b — 1}, (2.44)
M(a, b) = min{a, b}, (2.45)
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gdzie W stanowi dolng granice Frécheta-Hoeffdinga, odpowiadajaca przypadkowi ujemne;j za-
leznoSci, natomiast M jest gérng granicg, odpowiadajaca przypadkowi dodatniej zaleznoSci.
Dla wszystkich par punktéw (a, b) € I? otrzymuje sie dolne ograniczenie w postaci:

%(a+b—\/%(l—¢)+(b—a)2 , jeélib¢{0,1}i16_—b¢ <a< 1—%,
E¢(a’ b) =
Wi(a,b), W przeciwnym razie.
(2.46)

Funkcja E¢ jest kopula dla wszystkich ¢ € [—%, 1], przy czym F_, , = Woraz F; = M, a
ponadto, spetnia warunek symetrii F' ¢(a, b)=F ¢( b,a).

Aby znalez¢ Fy, obliczenia sg znacznie trudniejsze, a ich ideg przyblizono ponizej. Kwadrat
jednostkowy I? podzielono na siedem obszaréw w zaleznosci od ¢:

%= aS%( _QM)’ 2.47
¢_{b2%( %\/W),bSa%(l_@m)}' (2.47)
bsl(1+ﬁM)’
Aé:{ %(2b2_1+i/(2b_1)2+1+2¢) <a %(b+l—\/(2b_l)2+l+2¢) } (2.48)
_[azi(1-FVT+29).
A;_{%<“i 1+y@a-1241+2¢) <b < }(2a+2-2a- 12+ 1+29) } (249

(a,b) e I,
%(b+1—\/(2b—1)2+1+2¢) <a< %(b+1+\/(2b—1)2+1+2¢), } (2.50)
%(a+1—\/(2a—1)2+1+2¢) <b< %(a+1+\/(2a—1)2+1+2¢)

>
RS
Il
—_——

A;:{ 1( _%(1+\/\/(_2g11+2¢) l(2b+2—\/(2b—1)2+1+2¢) } (2.51)
: =3
a < l(l+£M)’
Ag:{ %(2a2—1+3\/(2a_1)2+1+2¢) %(a+1—\/(2a—1)2+1+2¢) } 22
b<i(1-EyT+29),
A :{ ax {1+ $T+29 ) } (2.53)
b>a- %(1 % )
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natomiast geometryczng interpretacje na Rysunku 2.13, na ktérych przedstawiono otrzymane

1 7 doich— —L 2 _32
obszary A ,...,A¢ dla wartosci ¢ = —5, 5 100,0.

zii{ 4 08
08 06
& 8
a3 ‘-‘
= //

Rysunek 2.13: Wykres obszaréw dla wspélczynnika rang Spearmana.
Zrédto: Wykresy pochodza z (Kokol Bukovsek et al., 2021).

‘o 1 1 . 1 A2 A3 A4 A5 AG 7
Dla wartoS$ci parametru ¢ € [_Z’ —5] wszystkie obszary A ,A¢,A¢,A¢,A¢,A¢ oraz A¢ s

niepuste. Wraz ze wzrostem wartosci ¢ niektore z tych obszaréw stopniowo ulegajg redukcji, a
cze$¢ z nich staje si¢ pusta. Dla ¢ = —% obszar Ajj redukuje si¢ do przekatnej jednostkowego

kwadratu. W przedziale ¢ € (—%, —%] obszary A;) oraz AZ} sg puste, natomiast dla ¢ € (—%, }1]

obszar Ajj pozostaje niepusty. Przy dalszym wzroscie wartoSci wspétczynnika, tj. dla ¢ € (4—1‘, 1] ,
wszystkie obszary Al Aé, A;, A;t, A;, Ag oraz A; stajg si¢ puste, co odpowiada sytuacji, w ktore;j
gérne ograniczenie pokrywa si¢ z kopula M. Dla kazdego punktu (a,b) € I? zdefiniowano
supremum Fy(a, b) zbioru ¥y dla wszystkich ¢ € [—%, 1] W postaci:

L (26— 14+ $yT429), (a,b) € Ay,
2b—1+\/(1—2b)2+1+2¢), (a,b) € A2,

d
(

a+3b—2+\/(1—2a)2+1+2¢), (a,b) € A3,

%(a+b—1+\/3(b—a)2+(1—2a)(1—2b)+§(1+2¢) , (a,b) € A%,

Fy(a,b) =1
%(3a+b—2+\/(1—2b)2+1+2¢), (a,b) € AS,
%(2a—1+\/(1—2a)2+1+2¢), (a,b) € AS,
%(m-u@ 1+2¢), (a,b) € A],
M(a,b), W przeciwnym razie.

(2.54)
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Warto$¢ F | stanowi kombinacje funkcji M, wynikajaca z granic Frécheta—HoefTdinga, tj.
—2
F = M(2, {lo.3].[3.1]}. 2. 1), 1), natomiast Fy = M dla ¢ € [,1]. Dla ¢ € (—%,%)
2

ograniczenie F, jest wlasciwg quasi-kopulg. Ponadto, dla wszystkich ¢ € [—%, 1] funkcja Fy
spefnia wlasno$¢ symetrycznosci Fy(a, b) = Fy(b, a).

Kolejng miarg, dla ktérej wyznaczono lokalne ograniczenia, jest gamma Giniego. Analo-
gicznie jak w przypadku wspétczynnika rang Spearmana, definiuje si¢ zbior

Gy ={CeE [y(C)=v} (2.55)

dla kazdej wartoSci y € [-1,1]. Zbiér G, obejmuje wszystkie kopule dwuwymiarowe, dla
ktérych wspétczynnik gamma Giniego przyjmuje ustalong warto$¢ w przedziale y € [—1,1].
Podobnie jak w przypadku wyznaczania ograniczen dla wspétczynnika Spearmana, w celu
konstrukcji granic definiuje si¢ odpowiednie obszary, ktére dzielg kwadrat jednostkowy I12. Dla
wszystkich punktéw (a, b) € I przedzialy wygladaja nastepujaco:

. as%,

Q! = . 2.56

) <ot -
1+

b1+ 4%),

(2.57)

) (1+2a—-2b)>+4a(1-0b) > 1+,
Q2 = .
b> l(a+1+l\/(2a—1)2+3(1+y)),
(6a-1+%)

2a

S
IA

1

1

(a+1+ 12— 17431+ 7).

( at6— 1+y) ) (2.58)
%(3 +5b —+/9(2b — 1)2 +11(1 +y))

)
w
Il
—_——
S
IA
o0|— W=

Q
IA

Q
\%

+1-1y2b - 1)2+3(1 +7))
1+ “7) . (2.59)
: (3 +5a+92a - 12+ 11(1 +y))

@)
~
Il
—_——
Q
\%
ol—  Wl—
/—\/—\

S
\%
)—*lH

(3+5b—\/9(2b— D2+ 11(1 +y)) <a< 1—11(3+5b+\/9(2b— 1)2+ll(l+y)),
3+5a—\/9(2a— 1)2+11(1+y)) <b< (3+5a+\/9(2a— 1)2+11(1+7)), }
—2a++/3a(a+2) - (1+y), a<-— b+\/3b(b+2)—(1+y)

L
11
=4 L
11

—_

(2.60)
bz ia+1-4YRa=D7+3(T+y)),
Qf = { bz i(3a-1+42), . 2.61)

ax %(3+5b+\/9(2b— )%+ 11(1+7))
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s < o1 WA
9§={ a<i(3+6-12) . (2.62)
b < (3450 -\ORa- D2+ T1(1+7))
assy (1+ 1l+27b)
o [ (1-2a+2b)°+4b(1-a) 2 1+,
e { azi(b+1+ 3@ -DZ+3(1+y)), } (269

az(6b-1+-%)

s [b=3
Q) = . (2.64)
T (i) sas1-

Na ponizszym rysunku (rys. 2.14) przedstawiono graficzng mterpretaqe; otrzymanych ob-

szarOw Ql . 99 dla wybranych wartosci parametru y = {-1, 25, 5, 170, 100} oraz

0.
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Rysunek 2.14: Wykres obszaréw dla wspéiczynnika gamma Giniego.
Zrédto: wykresy pochodzg z (Kokol Bukovsek et al., 2021)

Dla wszystkich wartosci y € [—1, —%] wszystkie obszary ny sg niepuste. W przypadku

v = —1 obszar Q?Y redukuje si¢ do przekatnej jednostkowego kwadratu, natomiast obszary Q%, i
Qg‘, sprowadzaja si¢ do dwdch prostych prostopadtych a = % oraz b = 5
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Dlay € (—%, —%] obszary Q; i Qg staja si¢ puste, natomiast dla y € (—%, —%] puste s3
obszary QL Qi, Qi oraz Qg.

W przedziale y € (—14—3, %] niepusty pozostaje jedynie obszar €3, natomiast dla y € (%, 1]
wszystkie obszary Qly sa juz puste.

Supremum G (a, b) w kazdym punkcie (a, b) € I dla dowolnej warto$ci parametru y €
[-1, 1] ma posta¢ funkcji czgsciowe;j:

a+b—1+\/(a+b—1)2+1+7), (a,b) € QL,

a+3b—2+\/(a+b—1)2+(1—2a)(1—2b)+2(1+y)), (a,b) € Q2,

2a+4b—3+\/(2a+4b—3)2+7(1+y)), (a,b) € 3,

3a+5b—4+\/(4a+2b—3)2+7(1+y)), (a,b) € Q4
Gy(a,b) =

% a+b—1+g\/5(a+b—1)2—2(1—2a)(1—2b)+2(1+y)), (a,b) € Q3,

5a+3b—4+\/(2a+4b—3)2+7(1+y)), (a,b) € QS,

4a+2b—3+\/(4a+2b—3)2+7(1+y)), (a,b) € Q7

(
(
(
d
(
(
(
(

3a+b-2+(a+b-1)2+(1-2a)(1-2b)+2(1 +7)), (a,b) € Q8.
(2.65)

2.6.3 Znajomos¢ tylko rozkladéw brzegowych

W praktyce znacznie prostsze jest dopasowanie rozkladéw brzegowych X; niz pelnego
rozktadu wielowymiarowego wektora (Xi, ..., X;). W konsekwencji rozktad Y moze by¢ ele-
mentem nalezacym do dopuszczalnej klasy Frécheta, obejmujacej wszystkie rozktady Y zgodne
z ustalonymi rozktadami X; 1 mozliwymi strukturami zaleznoSci pomi¢dzy nimi:

SF,....F))={Y=X1+...+Xy: X;~Fi,i=1,...,d} (2.66)

Dalej oznaczono gorng granice klasy przez e, i odpowiednio dolng granicg przez e_. Po-
szukiwanie tych granic byto poruszane w literaturze od lat 80. W (Tchen, 1980) pokazano, ze
komonotoniczna struktura zaleznosci prowadzi do elementu maksymalnego (L¢) ze wzgledu
na porzadek wypukly (<.,) w klasie dopuszczalnej S:

Zgodnie z klasycznym podejSciem Frécheta—Hoeffdinga—Tchena, dla kazdej zagregowanej
zmiennej Y nalezacej do klasy Frécheta zachodzi:

d
VYEeG: Y <.,V i= Z F (), (2.67)
i=1

gdzie U ~ Uniform(0, 1). Zmienna Y odpowiada komonotoniczne;j strukturze zaleznos$ci mig-
dzy sktadnikami X; i stanowi element maksymalny w sensie porzadku wypuklego (<cy) W
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klasie . Na tej podstawie definiuje si¢ gorne ograniczenie miary ryzyka w postaci:
er=e (Y, (2.68)

gdzie funkcjonat e (X) oznacza ekspektyl poziomu 7. Okresla asymetryczng warto$¢ oczeki-
wang (Newey & Powell, 1987; Taylor, 2008; Bellini, Klar, Miiller, & Rosazza Gianin, 2014).
Zgodnie z definicjg przedstawiong przez (Newey & Powell, 1987), expectyl wyraza punkt mi-
nimalizujacy wazong wartoS$¢ oczekiwang btedu kwadratowego:

er(X) = argmin E [(t1ixse) + (1 = T)1x<e)) (X —)?]. (2.69)
eeR

Funkcjonat e, (X) stanowi uogdlnienie klasycznej wartosci oczekiwanej dla T = 0.5 oraz przyj-
muje coraz bardziej konserwatywny charakter wraz ze wzrostem poziomu 7, ktadac wiekszy
nacisk na wartosSci z prawego ogona rozktadu. Jak wykazali (Bellini et al., 2014), expectyl
e-(X) jest sp6jng miarg ryzykadlat € [%, 1), co wynika z jego monotonicznosci, subaddytyw-
nosci i dodatniej jednorodno$ci. W przypadku identycznych rozktadéw brzegowych F; = F; dla
i =2,...,d, zwlasnoSci dodatniej jednorodnoSci 1 komonotonicznej addytywnosSci expectyla
wynika zalezno$¢:

M&

er = e (dX1) =de (X)) = er(Xi), (2.70)
i=1
co oznacza, ze w przypadku petnej komonotonicznoS$ci expectyl zagregowanej zmiennej Y jest
rowny sumie expectyli jej sktadnikéw X; (Dhaene et al., 2002; Bellini et al., 2014).
Znalezienie dolnego ograniczenia jest bardziej ztozone. W pracy (Bellini & Di Bernardino,

2015) pokazano, ze
d
e. > E(Y) = ZE(X,-). (2.71)
i=1

Jesli dopuszczalna klasa & zawiera przypadek, w ktérym zmienna Y przyjmuje stata war-
to$¢ réwng swojej Sredniej E(Y), to E(Y) stanowi najmniejszy element w sensie porzadku
wypuktego, a nieréwnos¢ jest ostra. Oznacza to, ze w zbiorze dopuszczalnych rozktadéw ist-
nieje sytuacja catkowitej pewnosci, co odpowiada przypadkowi deterministycznemu i wyznacza
dolng granice w porzgdku wypuklym. Metod¢ numerycznego wyznaczania ograniczen e_ i é;
zaproponowano w (Jakobsons & Vanduftel, 2015), natomiast (Jakobsons, Han, & Wang, 2016)
przedstawili podejscie oparte na rownaniach catkowych dla przypadku identycznych rozktadéw
brzegowych. W (P. Embrechts et al., 2013; Puccetti & Riischendorf, 2012, 2015) autorzy za-
proponowali algorytm przegrupowania (Rearrangement Algorithm, RA), ktory zapewnia lepsze
przyblizenia najlepszych mozliwych dolnych 1 gérnych granic w przypadku VaR. Wada tego
algorytmu jest to, ze wraz ze wzrostem liczby agregowanych zmiennych X; jego ztozono$¢ obli-
czeniowa istotnie wzrasta, co ogranicza efektywnos$¢ obliczer w przypadku duzych wymiaréw.
Natomiast, w pracy (Hofert, Memartoluie, Saunders, & Wirjanto, 2017) opracowano ulepsze-
nie algorytmu RA w postaci Adaptive Rearrangement Algorithm (ARA). Ide¢ tego algorytmu
przedstawiono ponizej.

Dla ustalonego poziomu ufnosci @ € (0, 1) oraz znanych rozktadéw brzegowych Fi, ..., Fy
okresla sie odpowiadajace im funkcje kwantylowe F!, . . ., FJl. Liczba punktéw dyskretyzacji
oznaczana jest przez N i przyjmuje wartosci bedace kolejnymi potegami liczby 2, tzn. N = 2*.
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Ponadto, przyjmuje si¢ wektor tolerancji zbieznosci &€ = (&1, €2), gdzie: &) oznacza indywi-
dualng tolerancje zbieznosSci w ramach danej iteracji (dla ustalonego N), a &, oznacza taczng
tolerancje zbieznosci pomiedzy wynikami uzyskanymi dla kolejnych wartosci N. Dla kazde;j
wartosci N = 2F oraz ustalonej maksymalnej liczby iteracji algorytm ARA przebiega wedlug
ponizszych krokéw:

1. W pierwszym etapie algorytmu konstruuje si¢ dwie macierze wartosci kwantyli, ktore sta-
nowia dyskretne przyblizenie rozktadéw brzegowych zmiennych losowych Xi, ..., Xy .
Macierz X“ odpowiada dolnemu ograniczeniu VaR dla zmiennej zagregowanej ¥ =
X| + ... + Xy, natomiast macierz X® stuzy do wyznaczenia ograniczenia gérnego.
Kazda kolumna tych macierzy zawiera wartosci kwantyli jednego z rozktadéw brzego-
wych, natomiast kazdy wiersz odpowiada temu samemu poziomowi prawdopodobieristwa
p € [a,1). Wartosci te stanowig punkt wyjscia do kolejnych etapéw algorytmu, w kt6-
rych nastgpuje permutacja kolumn w celu uzyskania ekstremalnych zaleznoSci miedzy
zmiennymi. Dlai € {1,...,N}oraz j € {1, ..., d} definiuje si¢ macierz dla ograniczenia
dolnego X* = ()_c%.), gdzie

a _ -1 (1_0)0_1)
X =F; (a + — N | (2.72)
Analogicznie definiuje sie macierz dla ograniczenia gérnego X< = ()El‘?j), gdzie
o el (I -a)i
xl”] =F; (a + N ) . (2.73)
Jezelidlai = N oraz j € {1,...,d} zachodzi Fj‘l (1) = oo, to w celu uniknigcia wartosci
nieskonczonych przyjmuje si¢
l-a)(N-1
F;! o+ LW ) (2.74)
N

2. W kolejnym kroku algorytmu dokonuje si¢ losowego permutowania elementow w kaz-
dej kolumnie macierzy X oraz X?. Celem tego etapu jest uniknigcie przypadkowych
zalezno$ci pomiedzy kolumnami, ktére mogtyby wynikaé z uporzadkowania kwantyli w
poprzednim kroku.

3. W kolejnym etapie algorytmu dokonuje si¢ iteracyjnego przestawiania kolumn dla j €
{1,2,...,d,1,2,...,d,...} w macierzach X% oraz X®. Kazda kolumna jest ustawiana
przeciwnie do sumy wszystkich pozostatych kolumn, co pozwala uzyska¢ uktad wartosci
odpowiadajacy skrajnemu (najmniej lub najbardziej korzystnemu) wspéizaleznemu za-
chowaniu zmiennych losowych. Proces ten jest powtarzany az do osiggniecia maksymalnej
liczby przestawieri kolumn lub spetnienia warunku zbieznosci:

s(X?) - s(X%)
—S(XQ) < e, (2.75)
s(Y?) — 5(X%)
s o B (2.76)
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gdzie funkcja s(X) oznacza minimalng sume¢ wiersza macierzy X = (x;;), czyli

s(X) = min
(X) 1<i<N

Xij- (277)

J=

L[]~

Warto$¢ s(X) reprezentuje najmniejsza mozliwg sume sktadnikéw portfela dla danego
uktadu kwantyli i stanowi przyblizenie VaR dla sumy zmiennych losowych przy poziomie
ufnosci a. Po kazdej iteracji macierze Y i Y przedstawiaja uktad wartosci po dokonaniu
kolejnego przestawienia kolumn, natomiast X% i X odnosza si¢ do stanu sprzed tej
operacji, czyli do macierzy uzyskanych przed rozpoczeciem biezacego cyklu przestawien.
Po zakonczeniu iteracji ostateczne wartoSci ograniczen wyznacza si¢ jako minimalne
sumy wierszy uzyskanych macierzy:

sy =s(X9), sy =s(XY). (2.78)

4. Po zakoriczeniu iteracji dla danego N sprawdza si¢, czy wyniki uzyskane dla ograniczenia
dolnego 1 gornego sa wystarczajaco zbiezne. Ocena ta opiera si¢ na porownaniu wzgled-
nej réznicy pomigdzy wartoSciami s, i Sy, zgodnie z warunkiem wspolnej tolerancji
zbieznosci:

SN = Sy

< &. (2.79)

SN

Spetnienie powyzszego kryterium oznacza, ze wyniki dla obu ograniczeri mozna uznac za
wystarczajaco doktadne, a algorytm koriczy swoje dziatanie. W przeciwnym przypadku
proces obliczeniowy jest kontynuowany dla wickszej liczby punktéw dyskretyzacji N =
2%, az do osiagniecia zbieznosci lub przekroczenia maksymalnej liczby iteracji.

5. Jezeli zaréwno indywidualne, jak i wspolne warunki zbieznoSci zostaly spetnione, al-
gorytm konczy dziatanie 1 zwraca ostateczne wyniki w postaci pary wartosci (g N EN),
odpowiadajacych dolnemu 1 gérnemu ograniczeniu VaR.

Dotychczasowe badania numeryczne wykazaty, ze ARA prezentuje bardzo dobra doktad-
nos¢.

W dalszej czesci rozwaza si¢ przypadki, w ktorych analizowane sa granice VaR, przy
zatozeniu znajomosci rozktadéw brzegowych opisujacych poszczegdlne rodzaje ryzyka oraz
dodatkowego ograniczenia w postaci znanej granicy wariancji sumy. Zatozenie to ma istotne
znaczenie praktyczne, poniewaz w wielu rzeczywistych sytuacjach odpowiada maksymalnemu
zakresowi1 dostepnych informacji podczas szacowania wartoSci VaR dla portfela, w tym rOwniez
w kontekscie agregacji ryzyka oraz oceny wyptacalnosci zaktadéw ubezpieczern w ramach
regulacji takich jak Bazylea III czy Solvency II.

Wariancja sumy portfela moze by¢ zazwyczaj oszacowana z odpowiednig doktadnoscig na
podstawie danych historycznych badzZ tez implikowana z wykorzystaniem dostepnych informa-
cji o korelacjach miedzy ryzykami. Z punktu widzenia interpretacyjnego, poniewaz wariancja
odzwierciedla Sredni rozrzut zagregowanej straty portfela wokot wartoSci oczekiwanej, jej zna-
jomo$¢ ma istotny wplyw na okreslenie maksymalnej mozliwej wartoSci VaR. Uwzglednienie
gbrnej granicy wariancji zamiast jej doktadnej wartosci pozwala dodatkowo odzwierciedli¢
niepewnoS¢ statystyczng zwigzang z estymacja drugiego momentu rozktadu.
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W pracy (Bernard, Riischendorf, & Vanduffel, 2017a) przedstawiono granice VaR dla
zmiennej losowej Y, bedacej suma czynnikéw ryzyka o znanych rozktadach brzegowych. Niech
@ € (0,1)oraz X; ~ F; dlaj =1,...,d, a agregowana strata portfela wynosi ¥ = Zle X;.
Woéwczas zachodzg nastepujace relacje:

d
VaR,(Y) < VaR, := ESq(Y¢) = Z ESq(X)), (2.80)
J=1
oraz
d
VaR,(Y) > VaR™ := LES,(Y¢) = Z LES, (X)), (2.81)
j=1

gdzie Y oznacza komonotoniczng strukture zaleznoSci miedzy X;, czyli sytuacje pelnej dodat-
niej zaleznoSci pomigdzy nimi. Granice VaR ' iVaR ;n opisuja zatem skrajne wartoSci mozliwej
wartoSci zagrozonej portfela Y przy znanych rozktadach brzegowych, lecz nieznanej strukturze
zaleznosci.

W pracy (Bernard et al., 2017a) przedstawiono réwniez uogélnione granice VaR dla przy-
padku, w ktérym oprécz znajomosci rozktadéw brzegowych poszczegdlnych czynnikéw ryzyka
X; ~F;(j=1,...,d) dostgpna jest réwniez informacja o maksymalnej wariancji zagregowa-
nej straty ¥ = Zj:l X, dana jako VaR(Y) < s2. Dla poziomu istotnosci @ € (0, 1) granice te

przyjmuja postac:
VaR,(Y) < VaR." := min|y + s, /1&, VaR;") : (2.82)
04
oraz
1 -
VaRa(Y) > VaR™ = max|u - sy| ——, VaR™ |, (2.83)
a

gdzie 4 = E(X;, ..., X;) oznacza warto$¢ oczekiwang portfela, a s> stanowi gérne ograniczenie
jego wariancji. Wyznaczajac takie ograniczenie dla agregacji ryzyka zgodnie z dyrektywa So-
Ivency II, wariancje s> mozna oszacowaé w oparciu o macierz korelacji pomiedzy modutami
ryzyka. Dla znanych odchyleri standardowych poszczegdlnych sktadnikow o; oraz wspétczyn-
nikOw korelacji p;; warto$¢ ta moze zosta¢ wyznaczona wedtug wzoru:

d
s = Z 0']2 +2 Z pijoi0], (2.84)
j=1

i<j

czyli w sposéb zgodny z agregacja ryzyk stosowang w FS. W prezentowanych dalej podejSciach
wariancja sumy moze by¢ wyznaczana doktadnie w ten sam sposéb.

W wielu praktycznych zastosowaniach przyjmuje si¢ zatozenie o znajomosci dwdéch pierw-
szych momentéw poszczegdlnych rodzajéow ryzyka oraz zakresu mozliwych wartosci straty
portfela. Ujecie to odzwierciedla realistyczne ograniczenia informacyjne wystepujace w pro-
cesie szacowania ryzyka w praktyce. Zastgpienie doktadnych wartoSci momentéw ich maksy-
malnymi dopuszczalnymi wartoSciami pozwala uwzgledni¢ niepewnoS¢ statystyczng zwigzang
z estymacjg parametréw rozktadéw. Wykorzystanie tych informacji prowadzi do wyznaczenia
granic okreslonych przez (Bernard, Kazzi, & Vanduftel, 2019). Niech Y € [a,b], E(Y) = u
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oraz E(Y¥) < d; beda dla k = 2,3,...,r. Dodatkowo, zaklada sie, ze E(X;) = u; oraz
VaR(X;) = vl.z. Woéwczas zachodzg ograniczenia:

) n
VaRa(Y) < VaR\"H™ = min(ﬂ +U, g+ Z Vi\/L) , (2.85)
P l-a

, 1-— 1 1-—
VaR,(Y) > VaRgb’”’d’”" = max(,u — 1#—0[, u— Z Vi _a) , (2.86)
— a P a
gdzie ¢ jest maksymalng wartoScig w przedziale
. a
[O, mln{ b—pu, (u—a) H , (2.87)
-«
taka, ze spelnione s3 nieréwnosci:
k
k l-a
(u+v) (1—a)+(,u—tp—) a < dg, k=1,...,r. (2.88)
a

Wigkszo$¢ rozktadow wykorzystywanych w modelowaniu ryzyka finansowego i ubezpiecze-
niowego charakteryzuje si¢ jednomodalnos$cia, co wynika z faktu, ze cecha ta jest powszechnie
obserwowana w rzeczywistych zbiorach danych ubezpieczeniowych. W pracy (Bernard et al.,
2019) wyprowadzono granice wartoSci zagrozonej dla rozktadéw jednomodalnych o zadanej
warto$ci oczekiwanej 1 wariancji, co umozliwia bardziej realistyczne ujecie struktury ryzyka w
poréwnaniu z zalozeniem petnej dowolnos$ci rozktadu. Granice te przyjmuja nastepujacg postac:

4
s M+S 91——1, dlaa€[5/6,1),
VaR,(Y) < VaR'“™" = Vol —a) (2.89)

3
[+ 4_2a, dla a € [0,5/6),
N L2 aae/6.1)
- ) a ’ ’
s JH 1/3+a
VaR,(Y) > VaR"** = (2.90)

[ 4
u—sy/——1, dlaa € (0,1/6],
9a

gdzie u = E(Y) oznacza warto$¢ oczekiwang portfela, a s> = VaR(Y) stanowi jego wariancje.
Wiaczenie zatozenia jednomodalnoSci prowadzi do wezszych i bardziej realistycznych prze-
dzialéw niepewnosci dla wartoSci zagrozonej w poréwnaniu z przypadkami, w ktérych rozktad
ryzyka pozostaje dowolny.
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3. Metody uczenia maszynowego w szacowaniu SCR

Rozw6j metod analityki predykcyjnej i uczenia maszynowego w ostatnich latach otworzyt
nowe mozliwoSci w obszarze modelowania ryzyka ubezpieczeniowego, w tym wyznaczania
SCR-u. Wykorzystanie tradycyjnych metod aktuarialnych opartych na modelach liniowych oraz
na symulacjach monte Carlo jest uzupetniane lub zast¢powane metodami opartymi na uczeniu
maszynowym. Metody te pozwalajg na efektywniejsze uchwycenie ztozonych, nieliniowych
zaleznoS$ci pomiedzy zmiennymi ryzyka oraz lepsze odwzorowanie struktury portfela ubezpie-
czeniowego. Techniki uczenia maszynowego znajduja zastosowanie zarOwno w modelowaniu
czestotliwosci 1 rozmiaru szkdd, jak 1 w estymacji zaleznoSci pomigdzy ryzykami, analizie
scenariuszy oraz w procesach agregacji ryzyka. Atutem metod uczenia maszynowego jest ich
zdolno$¢ do pracy na duzych i zlozonych zbiorach danych pochodzacych z réznych Zrédet:
danych polisowych, szkodowych i finansowych. Pozwala to na budowg bardziej realistycznych
1 kompleksowych modeli ryzyka, ktore lepiej odzwierciedlaja rzeczywiste zaleznoSci wystepu-
jace w portfelu ubezpieczeniowym.

W ostatnich latach w literaturze mozna zauwazy¢ prace, w ktorych taczona jest teoria kopul
z metodami uczenia maszynowego. Wynika to z faktu, iz kopule pozwalaja na modelowanie
struktur zaleznoSci, natomiast uczenie maszynowe pozwala na znacznie dokladniejsze estymo-
wanie 1 aproksymowanie ztozonych funkcji wielowymiarowych. Z uwagi na fakt, iz kopule
opisujg strukture zalezno$ci miedzy danymi, wykorzystuje si¢ je do redukcji wymiaru danych
wejSciowych do algorytméw uczenia maszynowego. Dzigki temu, model uczenia maszynowego
uczy si¢ na danych, ktére wnoszg istotne informacje do modelu. Kolejng kwestig jest wyko-
rzystanie uczenia maszynowego w identyfikacji postaci kopuli. Klasyczne metody numeryczne
okazujg si¢ by¢ bardzo kosztowne z uwagi na czas obliczeni oraz pami¢¢ ram. Przyktadowo, dla
funkcji generatora kopul Archimedesa budowana jest sie¢ neuronowa, ktéra zachowuje postac
oraz teoretyczne warunki tej funkcji. Innym przyktadem jest wykorzystanie kopul w generowa-
niu danych dla procesu uczenia maszynowego. Czesto dane s3 poufne lub w danych wystepuja
luki. Kopule uczg si¢ struktury zaleznosci danych, a nast¢pnie generujg dane syntetyczne, ktére
sa wykorzystywane w procesie uczenia algorytméw uczenia maszynowego.

W dalszej czgsci rozdziatu opisano wybrane metody uczenia maszynowego, takie jak sieci
neuronowe, lasy losowe oraz maszyny wektorow nosnych. Nastepnie przeprowadzono studium
literaturowe, ukazujgce wykorzystanie algorytmow uczenia maszynowego w ubezpieczeniach,
ze szczegblnym uwzglednieniem aktuariatu. Ostatnia cz¢$¢ rozdziatu po§wigcona zostala tacze-
niu kopul z algorytmami uczenia maszynowego, zaréwno w kontekscie wykorzystania kopul w
redukcji wymiaru, jak rowniez w generowaniu danych syntetycznych, a takze w wykorzystaniu
uczenia maszynowego w estymacji i konstrukcji kopul.

3.1 Charakterystyka wybranych algorytmow uczenia maszynowego

Algorytmy uczenia maszynowego dzielimy na cztery podstawowe klasy: uczenie bez nad-
zoru (ang. Unsupervised Learning, UL), uczenie nadzorowane (ang. Supervised Learning, SL),
uczenie przez wzmacnianie (ang. Reinforcement Learning, RL) oraz uczenie cz¢Sciowo nad-
zorowane (ang. Semi-Supervised Learning, SSL). W pracy (Awad, 2012) dokonano jednej z
mozliwych taksonomii algorytméw uczenia maszynowego i przedstawiono ja na ponizszym
rysunku (rys. 3.1).

65



ART =
it ponovs
ART2 nadzorowane GIM
Algorytmy klasteryzacji
Klusyfikatory liniowe

=) oo

DM
KM Jualele podpraesd reenil LDA DOL
K-Means -+ MM Lit .
TK-Medbusiels | NBC wsiraliwy S

FCM Porcoplron : ”'.l i
y VM
SKM
KHM
KKM

Klasyfikatory nicliniows

Luglt
K-NN
DNN

Rysunek 3.1: Taksonomia algorytméw uczenia maszynowego.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

W sektorze ubezpieczen najczesciej stosowane sa algorytmy uczenia nadzorowanego, sta-
nowiace podstawe wielu nowoczesnych rozwigzan analitycznych, wykorzystywanych m.in. do
taryfikacji, oceny ryzyka oraz wykrywania naduzy¢. Celem tego rodzaju algorytméw jest zbu-
dowanie estymatora zdolnego do przewidywania warto$ci zmiennej zaleznej (objasnianej) na
podstawie zestawu zmiennych niezaleznych (objasniajacych), ktére opisujg dany obiekt, np.
klienta, polis¢ czy zdarzenie ubezpieczeniowe. W kontekScie uczenia maszynowego wartosci
zmiennej zaleznej okreSlane sg czesto mianem etykiet (ang. labels).

W procesie uczenia algorytm otrzymuje zestaw danych treningowych sktadajacych si¢ z
par: wektor warto$ci zmiennych obja$niajacych oraz odpowiadajagca mu warto$¢ zmiennej ob-
jasnianej (etykieta, warto$¢ docelowa), przypisanych poszczegdlnym obiektom (jednostkom,
obserwacjom). Na tej podstawie model uczy si¢ zalezno$ci mi¢dzy zmiennymi, poréwnujac
przewidywane wyniki z rzeczywistymi 1 minimalizujac powstaly btad. W efekcie uzyskiwany
jest model, ktory potrafi uogélnia¢ wiedze zdobytg na danych treningowych i dokonywac traf-
nych prognoz dla nowych, nieznanych obserwacji.

Algorytmy uczenia nadzorowanego znajduja szerokie i zréznicowane zastosowania w dzia-
talnosci ubezpieczeniowej. Wykorzystywane sa mi¢dzy innymi do modelowania prawdopodo-
biefistwa wystapienia szkody 1 prognozowania jej wysokosci, a takze do oceny ryzyka portfela
ubezpieczen oraz segmentacji klientow wedtug ich profilu ryzyka. Istotng role odgrywaja row-
niez w procesach wykrywania naduzyc¢ i anomalii w danych operacyjnych oraz w optymalizacji
proceséw likwidacji szkdd i zarzadzania rezerwami techniczno-ubezpieczeniowymi. W dal-
szej czeSci omOwiono najczesciej stosowane w praktyce ubezpieczeniowej algorytmy uczenia
maszynowego.

3.1.1 Algorytm maszyny wektoréw nosnych (SVM)

Maszyna wektorow nosnych (ang. Support Vector Machine — SVM) jest jednym z naj-
wazniejszych algorytméw uczenia nadzorowanego, stosowanym zaréwno w klasyfikacji, jak
i regresji. Jej celem jest znalezienie hiperplaszczyzny decyzyjnej, ktéra w sposéb optymalny
rozdziela obserwacje nalezace do réznych klas lub najlepiej aproksymuje zalezno$¢ pomigdzy
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zmiennymi w przypadku regresji.
Dla problemu klasyfikacji binarnej przyjmuje si¢, ze dane treningowe majg postac:
{(-xi’yl')}:"lzl’ Xi eRm’ Yi € {_1’1} (31)

gdzie x; oznacza wektor cech (zmienne objasniajgce), a y; - zmienng objasniang (etykiete klasy).
W przypadku danych liniowo separowalnych, SVM poszukuje hiperptaszczyzny postaci:

wix+b=0 (3.2)
ktéra maksymalizuje margines separacji miedzy klasami. Warunek poprawnej klasyfikacji
mozna zapisac jako:

wix+b=0, (3.3)

yiw'x;+b)>1, dlai=1,...,n. (3.4)

Zadanie optymalizacyjne sprowadza si¢ do minimalizacji normy wektora wag w:

1
mi51§||w||2 przy warunku  y;(w'x; +b) > 1. (3.5)
w,

Punkty danych, ktdre leza najblizej hiperplaszczyzny, okreslane sa mianem wektoréw nosnych
(ang. support vectors), 1 to one wyznaczajg granic¢ decyzyjng modelu.

W rzeczywistych zastosowaniach dane czesto nie sg idealnie separowalne, dlatego wprowa-
dza si¢ zmienne migkkie & > 0, ktére dopuszczajg pewne bledy klasyfikacji. Wowczas funkcja
celu przyjmuje postac:

1 -
g;ggllw||2+cgfi, (3.6)
przy warunku  y;(w'x;+b) > 1-&;, & >0, (3.7

gdzie parametr C > 0 kontroluje kompromis miedzy szerokoScig marginesu a liczbag dopusz-
czalnych btedow.

W sytuacjach, gdy dane nie sg separowalne liniowo, SVM wykorzystuje tzw. trik jadrowy
(ang. kernel trick). Polega on na przeksztalceniu danych do przestrzeni o wyzszym wymia-
rze za pomocy funkcji ®(x), w ktérej stajg si¢ one separowalne liniowo. Zamiast jawnego
przeksztalcenia wykorzystuje si¢ funkcje jadra K (x;, x;), ktéra oblicza iloczyn skalarny:

K (xj,x7) = (@(x;), P(x;)). (3.8)

w przestrzeni przeksztatconych cech. Operator (-, -) oznacza iloczyn skalarny dwéch wektorow
1 w przestrzeni euklidesowej odpowiada sumie iloczynéw ich wspoétrzednych:

m
(x,2) = ) Xz (3.9)
k=1
Dzi¢ki zastosowaniu funkcji jadra, SVM moze efektywnie modelowac nieliniowe zaleznosci
miedzy zmiennymi bez koniecznoSci bezpoSredniego odwzorowania danych w przestrzen o
wyzszym wymiarze. W praktyce najczeSciej wykorzystuje si¢ jadra: liniowe, wielomianowe,
sigmoidalne oraz radialne (ang. Radial Basis Function - RBF).
Ponizej na Rysunku 3.2 przedstawiono przyktady klasyfikacji odpowiednio dla jadra:
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« liniowego K (x;,X;) = (x;,X; ),
* wielomianowego K (x;, x;) = ({(x;,X;) + c)z,

202

2
» radialnego K (x;,X;) = exp (_ ||xi—x; || )

Rysunek 3.2: Klasyfikator SVM dla trzech funkc;ji jadra.

Zrédio: Opracowanie wlasne.

W wersji regresyjnej algorytm dziata analogicznie, minimalizujac btedy wieksze niz zadana
tolerancja &, co pozwala uzyskac gtadka funkcje przyblizajaca dane.

Zaleta SVM jest stabilnos$¢ 1 odpornoS¢ na przeuczenie, szczegdlnie w przypadkach, gdy
liczba zmiennych jest duza w stosunku do liczby obserwacji. W ubezpieczeniach algorytm ten
znajduje zastosowanie m.in. w:

* klasyfikacji klientéw wedtug poziomu ryzyka,
* prognozowaniu prawdopodobienstwa szkody,
* wykrywaniu naduzy¢ i anomalii w danych,

* modelowaniu warto$ci odszkodowar.

Dzigki solidnym podstawom teoretycznym oraz zdolnosci do modelowania ztozonych, nie-
liniowych zalezno$ci, maszyna wektorow nosnych stanowi jedno z najbardziej uniwersalnych i
efektywnych narzedzi analizy predykcyjnej w zastosowaniach ubezpieczeniowych.

3.1.2 Glebokie sieci neuronowe

Poczatki koncepcji sztucznych sieci neuronowych (ang. Artificial Neural Networks — ANN)
siegajq lat czterdziestych XX wieku. McCulloch and Pitts (1943) przedstawili pierwsza formalng
koncepcje modelu neuronowego, stanowigcg probe odwzorowania sposobu dziatania ludzkiego
moézgu w formie matematycznej. Jednak, jak podkresla Tadeusiewicz (2009), wspétczesne sieci
neuronowe stanowig nadal znacznie uproszczong reprezentacje biologicznych pierwowzoréw.

Architektura glebokiej sieci neuronowej sktada si¢ zazwyczaj z trzech podstawowych warstw:

* warstwy wejSciowej — odpowiedzialnej za odbieranie danych zewnetrznych i1 przekazy-
wanie ich do kolejnych warstw w celu uczenia modelu,

» warstw ukrytych — przetwarzajacych sygnaly otrzymane z warstw poprzednich i przeka-
zujacych wyniki do kolejnych neuronéw,
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* warstwy wyjSciowe] — generujacej ostateczny wynik obliczen na podstawie sygnatow
pochodzacych z warstwy poprzedzajacej.

Tak skonstruowany model umozliwia odwzorowanie ztozonych, nieliniowych zaleznosci pomig-
dzy zmiennymi, co stanowi podstawe jego szerokiego zastosowania w uczeniu maszynowym i
analizie danych. Na Rysunku 3.3 przedstawiono sie¢ neuronowa z n neuronami wejSciowymi,
trzema warstwami ukrytymi, z ktérych kazda ma m neuronéw, oraz warstwg wyjsSciowg z k
neuronami.

warstwy ukryte

@ warstwa

0 ) 2 ) S,
KR S - é’af%w

warstwa
wejsciowa

X Yo LAY S
SRR BSOS
XA X LIS X R X
A A y
SA\V/a\V/Z2\

[

Rysunek 3.3: Sztuczna sie¢ neuronowa.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

W dotychczasowej literaturze opisano wiele architektur sieci neuronowych. W niniejszym
podrozdziale zostanie opisana jedna z sieci, ktéra bedzie wykorzystywana w badaniach em-
pirycznych — jednokierunkowa sie¢ neuronowa. Wartosci przewidywane przez sie¢ neuronowg
zalezg od kilku kluczowych elementdw jej architektury. Naleza do nich: wagi sieci neuronowej
w, liczba warstw ukrytych L, liczba neuronéw w poszczegdlnych warstwach ukrytych m oraz
funkcje aktywacji wykorzystywane w tych warstwach. Wtasciwy dobér wymienionych para-
metréw ma istotny wptyw na zdolnos¢ sieci do odwzorowania ztozonych zaleznoSci pomiedzy
zmiennymi wejSciowymi a prognozowang wartoscig zmiennej wyjsciowe;.

Funkcje aktywacji o wykorzystywane sa po to, aby sie¢ neuronowa mogta uczy¢ si¢ nieli-
niowych zaleznosci. Najczesciej wykorzystywane funkcje aktywacji przedstawiono na Rysunku
3.4. Kolejno sg to funkcje ReLu, Softmax i tangens hiperboliczny.

olx) = maxix, 0) P - ofx) =St

Rysunek 3.4: Funkcje aktywacji.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Procedura uczenia glebokiej sieci neuronowej rozpoczyna si¢ od przygotowania danych,
ktdre najczesciej dzieli si¢ na zbidr uczacy i testowy, a niekiedy rowniez na zbiér walidacyjny.
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Aby rozpocza€ proces uczenia, do warstwy wejsciowe]j sieci (I = 0) wprowadza si¢ wektor
danych wejsciowych:

hO(x) = x. (3.10)
Nastepnie, miedzy kazdg parg warstw wyznaczane sa wagi potaczen, gdzie wﬁlk) oznacza wage
faczacy k-ty neuron w (I — 1)-szej warstwie z j-tym neuronem w [-tej warstwie. Dodatkowo,
wprowadzany jest bias b;l), ktéry umozliwia przesuni¢cie funkcji aktywacji wzgledem osi X,
co pozwala na lepsze odwzorowanie nieliniowych zaleznoSci w danych.
Aktywacja j-tego neuronu w /-tej warstwie wyraza si¢ wzorem:

W _ =1 4 O
h' —O'(ijkhk +b! ) (3.11)
k

gdzie o (-) oznacza funkcje aktywacji, a h,((l_l) — wyjScie z k-tego neuronu w poprzedniej war-
stwie. Rysunek 3.5 przedstawia polaczenie kazdego neuronu z warstwy wejsciowej z pierwszym
neuronem w warstwie ukrytej.

warstwa
wejsciowa

Rysunek 3.5: Potaczenie warstwy wejSciowej z pierwsza warstwa ukryta.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Jako warto$¢ wyjSciowa glebokiej sieci neuronowej uzyskuje sie funkcje wyjSciowa sieci w
ostatniej warstwie (I = Ly + 1) z zastosowaniem funkcji aktywacji o:

WD (%) = o (b(LS“) + W(L“J'l)h(L-‘)(x)) = f(x,0), (3.12)

gdzie 6 oznacza zbiér wszystkich parametrow modelu, tj. wag i biaséw sieci.

Dla wartosci wyjsciowej sieci neuronowej f(x,6) obliczana jest funkcja btedu (funkcja
kosztu), stanowigca miar¢ réznicy pomiedzy wartoSciami przewidywanymi przez model a rze-
czywistymi wartoSciami y(x), ktére sie¢ ma aproksymowac. Istnieje wiele postaci funkcji
btedu, a wybdr odpowiedniej zalezy od celu uczenia oraz charakteru problemu, na przyktad
klasyfikacyjnego lub regresyjnego.
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Jedna z najczesSciej stosowanych funkcji btedu w zadaniach regresyjnych jest btad Srednio-
kwadratowy (ang. Mean Squared Error — MSE). Przy zalozeniu, ze sie¢ posiada jedno wyjscie,
funkcja ta przyjmuje postac:

L 0) = 3 Iv(x) - £ O, (313

gdzie n oznacza liczbe obserwacji w zbiorze uczacym.

W celu ograniczenia ryzyka nadmiernego dopasowania modelu do danych uczgcych sto-
suje si¢ regularyzacje, polegajaca na dodaniu do funkcji bfedu dodatkowego sktadnika kary.
Techniki regularizacji odgrywaja kluczowa role w procesie uczenia modeli, zwlaszcza w przy-
padku ztozonych struktur, takich jak sieci neuronowe, ktdre sg szczegdlnie podatne na zjawisko
przeuczenia. Dwie najpopularniejsze regularyzacje to /1 i [5:

1. regularyzacja [;:

1
L.0) =~ > lly@) = fa.0) [P+ 3 > Iwil (3.14)
X i
2. regularyzacja [5:

1
L.0) =5 > Iy = feO)IF +y 3 ) wi, (3.15)
X i

Zastosowanie regularyzacji /1 i [, ma wplyw na nadmierne dopasowanie modelu, poniewaz
wagi niektérych ukrytych warstw zblizaja si¢ do (lub sga réwne) 0. W konsekwencji ich wptyw
jest mniejszy, a ostateczna sie€ jest prostsza, poniewaz jest blizsza mniejszej sieci. Rowniez dla
mniejszych warto$ci wag zmniejsza si¢ warto$¢ wyjscia z funkcji aktywacji neuronu ukrytego.
Dla wartosci bliskich 0 wiele funkcji aktywacji zachowuje si¢ liniowo.

Aby zbudowaé model sieci neuronowej, najpierw musimy zainicjalizowac wagi. W praktyce
najczesciej wagi inicjalizuje si¢ losowo.?* W uczeniu modelu sieci neuronowej stosuje si¢ algo-
rytm propagacji wstecznej (Rumelhart, Hinton, & Williams, 1986), ktory ma na celu zminima-
lizowanie funkcji bledu poprzez dostosowanie wag i odchylen sieci. Algorytm ten opiera si¢ na
gradiencie funkcji btedu wzgledem wartosci wag. Intuicyjnie, jesli gradient wyznacza kierunek
najszybszego wzrostu biedu \(V przestrzeni wag, to kierunek przeciwny powinien gwarantowaé

)

szybki spadek btedu.Wage Wi aktualizowang w /-tej warstwie oznacza si¢ jako wfjl.) (n), nato-

miast jej warto$¢ po dokonaniu aktualizacji zapisuje si¢ w postaci wfjl.) (n+1). Przyjmujac, ze
n oznacza wspétczynnik uczenia, proces aktualizacji wag mozna wyrazi¢ nast¢pujaco:

dL(n)

—_— (3.16)
aw}j) (n)

0] _ ., Dy — D
Wi (n+1)= Wi (n) +Aw,;; (n) = Wi (n)—n-
Przedstawiona metoda aktualizacji wag nie zawsze zapewnia efektywng optymalizacje pro-
cesu uczenia sieci neuronowej. W praktyce stosowanych jest wiele alternatywnych metod, ktére
r6znig si¢ sposobem modyfikacji kroku uczenia oraz uwzglednieniem informacji o wczesniej-
szych iteracjach. Do najcz¢sciej wykorzystywanych podejs¢ naleza:

24Poréwnanie metod inicjalizacji wag mozna znalezé w (Thimm & Fiesler, 1996).
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* metoda momentu (Polyak, 1964),

* algorytm Nesterova (Nesterov, 1983),

* metoda AdaGrad (Duchi, Hazan, & Singer, 2011),
* metoda RMSProp (Tieleman & Hinton, 2012),

* optymalizatory Adam oraz Nadam (Dozat, 2016).

W klasycznej metodzie spadku gradientu zmiana wag Awfjl.) (n) zalezy wylacznie od biezg-
cego gradientu funkcji kosztu C(n):

o0L(n)

_ (3.17)
O]
Gwij (n)

0] _
AW,']' (I’l) =-n

gdzie n oznacza wspélczynnik uczenia. W praktyce metoda ta czesto prowadzi do oscylacji
w kierunku spadku gradientu oraz spowolnienia zbieznosci. W celu ograniczenia tego zja-
wiska wprowadzono tzw. momentum (Polyak, 1964), ktére uwzglednia kierunek poprzedniej

aktualizacji wag:
Aw((n) = pAw D (n-1) -7 (3.18)

gdzie pu € [0,1) jest wspdtczynnikiem momentu okreslajacym wplyw poprzedniego kroku
aktualizacji. Nowe wartoSci wag oblicza si¢ zgodnie z relacja:

wil (n+ 1) =w () + Aw'? (n). (3.19)

Algorytm Nesterova (Nesterov, 1983) stanowi modyfikacj¢ metody momentu. Gradient
obliczany jest nie w biezacym punkcie, lecz w punkcie przewidywanym przez sktadnik pedu:

oL

0
8wl.j

Angl.)(n) =pu Angl.)(n -1)-n- (wfjl.)(n) + 1 Awfjl.)(n - 1)). (3.20)

Rozwigzanie to pozwala lepiej przewidywac kierunek spadku gradientu 1 ogranicza oscylacje,
szczegblnie w obszarach o ztozonym ksztalcie funkcji kosztu.

Algorytm Adam (ang. Adaptive Moment Estimation) (Kingma & Ba, 2014) faczy zalety
metod momentu oraz adaptacyjnych procedur dostosowania kroku uczenia, takich jak RMSProp.
W tym podejSciu wykorzystywane sg dwie Srednie ruchome: pierwszego rz¢du (momentum)
oraz drugiego rzedu (kwadratow gradientu):

i =0, 3.21
mii () = Bimfi (n = 1)+ (1= B1) g7 (n), (3.22)
v () = By = 1) + (1~ B) (5 (m))*. (3.23)
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gdzie By, 52 € [0, 1) sa wspolczynnikami wygladzania Srednich ruchomych. Aby zminimalizo-
wac obcigzenie estymatoréw w poczatkowych iteracjach, stosuje si¢ poprawki biasu:

O] (1)
m;;’ (n) v, (n)
() = —L—7., 9@ (n) = L—. (3.24)
J 1-p" J 1-p"
Aktualizacja wag w metodzie Adam ma postac:
) (n)

wil(n+ 1) =w (m) -7 (3.25)

,lﬁgj)(n) +e

gdzie € jest niewielkg stala numeryczna, zapobiegajaca dzieleniu przez zero.

Algorytm Nadam (ang. Nesterov-accelerated Adaptive Moment Estimation) (Dozat, 2016)
faczy zalety algorytmu Adam z mechanizmem przyspieszenia Nesterova. Pozwala to na ad-
aptacyjne dostosowanie kroku uczenia oraz lepsze przewidywanie kierunku spadku gradientu.
Aktualizacja wag w tym przypadku przyjmuje postaé:

- () (1)) g ()
Bt (n) + —pmy—

w/f/lgl.)(n) +e€

Wprowadzenie sktadnika Nesterova pozwala na szybsza reakcje na zmiany kierunku gradientu,
co prowadzi do przyspieszenia zbieznoSci w poczatkowych etapach uczenia oraz zwigkszenia
stabilno$ci optymalizacji w poréwnaniu z klasycznym algorytmem Adam. Z tego wzgledu w
czesci empirycznej niniejszej pracy zastosowano optymalizator Nadam jako procedure uczenia
modeli sieci neuronowych.

wil (n+ 1) =w(n)—n- (3.26)

3.1.3 Drzewa decyzyjne

Drzewo decyzyjne stanowi hierarchiczng strukture umozliwiajaca podzial przestrzeni da-
nych na grupy o podobnych charakterystykach w celu dokonania klasyfikacji lub regresji.
Budowa drzewa opiera si¢ na iteracyjnym procesie dzielenia przestrzeni zmiennych objasnia-
jacych na roztaczne regiony, ktore w sposdb mozliwie jednorodny grupuja obserwacje pod
wzgledem zmiennych objasniajacych. Metoda ta jest jedng z najczesciej stosowanych technik w
uczeniu nadzorowanym ze wzgledu na intuicyjno$¢ interpretacji oraz zdolno$¢ odwzorowania
nieliniowych zaleznosci pomi¢dzy zmiennymi.

Podstawowy algorytm budowy drzew decyzyjnych zostal sformalizowany w ramach koncep-
cji klasyfikacji i regresji (ang. Classification and Regression Trees — CART), zaproponowane;j
przez Breiman, Friedman, Olshen, and Stone (1984). Drzewa CART wykorzystuja podzialy
rekurencyjne przestrzeni zmiennych objasniajacych do tworzenia struktury drzewa, ktéra moze
by¢ stosowana zaréwno w problemach klasyfikacyjnych, jak i regresyjnych. W pierwszym przy-
padku model stuzy do przypisania obserwacji do jednej z okreSlonych kategorii, natomiast w
drugim — do estymacji warto$ci zmiennej iloSciowe;j.

W analizie regresji przyjmuje si¢, ze drzewo decyzyjne mozna przedstawi¢ jako funk-
cje T(x,6), ktéra dzieli przestrzefi zmiennych objasniajacych na M rozlacznych regionéw
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Ri, Ry, ..., Ry, zktérych kazdy jest opisany przypisang wartoscig c,, dlaR,, (m = 1,2, ..., M).
Dla danej obserwacji x; warto$¢ przewidywana przez model wyrazana jest rtOwnaniem:

M

F&i 10) =) cnlg, (x), (3.27)
m=1
gdzie ® = {R,,, cm}%: | 0znacza komplet parametréw modelu, a 1g,, (X;) jest funkcjg wskazni-
kowa, przyjmujaca warto$¢ 1 dla x; € R,, 1 0 w przeciwnym przypadku.
Wartosci ¢, wyznaczane sg w taki sposob, aby minimalizowaé funkcje straty, zdefiniowang
jako:

N M 2
L(y:,9:i) = Z ()’i - Z Cmlg,, (Xi)) : (3.28)

i=1 m=1
gdzie §; oznacza warto$¢ przewidywang przez model dla obserwacji x;, a N jest liczbg obserwacji
w zbiorze uczacym.

Regiony Ri, Ry, ..., Ry sa wyznaczane zgodnie z algorytmem rekurencyjnego podziatu
binarnego. W pierwszym kroku wybierana jest zmienna objasniajgca X ; oraz wartoS¢ progowa

s, ktore dzielg przestrzen na dwa regiony:
Ri(j,s)={x; | Xj <s}, Ra(j,s)={xi | X, >s}. (3.29)

Podziat ten dobierany jest w taki sposéb, aby minimalizowat btagd wewnatrzgrupowy, co mozna
zapisaé jako:

argmin Z (yi = Cri ()" + Z (i = Crajs) | - (3.30)
a X €ER1(],5) iX;€R2(jf,5)

Nastepnie, algorytm rekurencyjnie poszukuje kolejnych podziatéw w obrebie powstalych
regiondw, stosujac te sama zasad¢ minimalizacji bledu. Proces ten jest kontynuowany do mo-
mentu osiggniecia okreSlonego kryterium zatrzymania, ktérym moze by¢ minimalna liczba
obserwacji w regionie koncowym, maksymalna glebokosS¢ drzewa lub prég poprawy jakosci
podziatu. Wynikiem procedury jest struktura przypominajgca drzewo, w ktérej kazdy wezet
wewnetrzny reprezentuje test warunkowy, a kazdy 1iS¢ (wezetl koicowy) - koficowy region R,,
z przypisang wartoscig predykcji ¢ .

Zaleta drzew decyzyjnych jest ich przejrzystos¢ i interpretowalno$¢. Model mozna przed-
stawi¢ graficznie w formie struktury drzewa, co utatwia analize czynnikéw decydujacych o
przypisaniu obserwacji do danej klasy lub wartosci prognozy. Drzewa decyzyjne nie wymagaja
réwniez zalozefi dotyczacych rozktadu zmiennych i dobrze radzg sobie z danymi o mieszanych
typach (ilo$ciowych i jakoSciowych).

Jednocze$nie nalezy zauwazy¢, ze pojedyncze drzewa decyzyjne sg wrazliwe na niewielkie
zmiany w danych uczacych, co moze prowadzi¢ do niestabilno$ci modelu. W celu przezwycie-
zenia tego ograniczenia opracowano techniki uczenia zespotowego (ang. ensemble methods),
takie jak lasy losowe (ang. Random Forests) czy wzmacnianie gradientowe (ang. Gradient
Boosting), ktdre tacza wiele drzew decyzyjnych w celu poprawy stabilnosci 1 jakosci predykcji.
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3.1.4 Lasy Losowe

Las losowy (ang.Random Forest) zostal po raz pierwszy zaproponowany przez Breiman
(2001) jako metoda zespotowa oparta na drzewach decyzyjnych. Odnosi si¢ on do zbioru
nieprzycinanych drzew regresyjnych

(T(x,0,), b=1,2,...,B}, (3.31)

ktore sa generowane na podstawie probkowania bootstrapowego z oryginalnego zbioru
danych treningowych. Oznacza to, ze dla kazdego drzewa b losowany jest zbior uczacy poprzez
dobor prébek z powtdrzeniami, co zapewnia réznorodnos$¢ struktury poszczegdlnych drzew. W
rezultacie mozna traktowaé {®;} jako niezalezne wektory losowe o identycznym rozkladzie.

Przyjmujac B jako catkowitg liczbe drzew w lesie losowym, model dla zmiennej zaleznej
definiuje si¢ jako Srednig wartoSci uzyskanych z poszczegdlnych drzew regresyjnych:

B
fox10)=5 3" F(x]©)). (3.32)
b=1

Zgodnie z prawem wielkich liczb, gdy B — oo, spelniony jest warunek:

Ex, [(y - f5(x | ©))*] — Ex, [(y - Eof(x| ©))7]. (3.33)

W konstrukcji lasu losowego istotng role odgrywa dodatkowe losowanie podzbioru zmien-
nych objasniajacych na kazdym wezle drzewa, spoSréd ktérych wybierana jest zmienna gene-
rujaca najlepszy podzial. Procedura ta ogranicza korelacj¢ pomigdzy drzewami i tym samym
zmniejsza wariancje modelu zespotowego, zachowujac przy tym jego niskie obciazenie.

Dzigki swojej strukturze las losowy charakteryzuje si¢ wysoka doktadnoscig predykcii,
odpornos$cig na przeuczenie oraz mozliwoscig efektywnego modelowania ztozonych, nielinio-
wych zalezno$ci pomiedzy zmiennymi. Ponadto, umozliwia on oceng istotnosci poszczegdlnych
zmiennych, co czyni go uzytecznym narze¢dziem w analizie danych, w tym w zastosowaniach
ubezpieczeniowych 1 finansowych.

3.1.5 Wzmacnianie gradientowe

Algorytm wzmacniania gradientowego (ang. Gradient Boosting), opracowany przez Friedman
(2001), polega na sekwencyjnym budowaniu wielu drzew regresyjnych. W kazdej iteracji pro-
cesu konstrukcji modelu generowane jest nowe drzewo regresji z wykorzystaniem informacji
pochodzacych z wczesniej utworzonych drzew. Innymi stowy, kazde kolejne drzewo uczone
jest na podstawie btedow (reszt) uzyskanych w poprzednich iteracjach, co umozliwia stopniowa
poprawe doktadnosci modelu.

W wyniku tej procedury powstaje zbiér drzew

T,(x;0,), s=1,...,8, (3.34)

gdzie S oznacza liczbe iteracji (krok6w wzmacniania). Model wzmacniania gradientowego
mozna przedstawi¢ jako sume wynikéw poszczegdlnych drzew:

S
Fs(x|©) = > fi(x|0)), (3.35)
s=1
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gdzie O = {Ry5, S}Zil, a f;(x | ®;) reprezentuje model utworzony przez drzewo T(x; Oy).
Dla kazdej iteracji s wyznaczane sg optymalne parametry ®; poprzez rozwigzanie problemu
minimalizacji funkcji straty:

N
O, = argmin Y L (yi, Fu1(x: | ©) + fi(xi | ©,)). (3.36)

s i=1

gdzie L(y;, ) oznacza funkcje straty mierzgcg réznice pomiedzy warto$cig rzeczywistg a pro-
gnozowana.
W kolejnych iteracjach model jest aktualizowany wedtug zaleznoSci:

M;
Fy(xi |0) = Foo1(x; | ©) + > Cmgl,,, (x2), (3.37)

m=1

gdzie ¢, okrelane jest jako warto$§¢ minimalizujaca funkcje straty w regionie R,,;:

éms =argmin > L (yr, Fy1(xi | ©) +0). (3.38)

¢ X[ERms

Procedura ta prowadzi do iteracyjnego przyblizania funkcji celu poprzez kolejne dopasowy-
wanie modeli do gradientu btedu funkcji straty, co stanowi istot¢ wzmacniania gradientowego.
Kazde kolejne drzewo minimalizuje btad predykcji pozostaty po poprzednich iteracjach, dzigki
czemu model koficowy uzyskuje wysoka doktadnos¢ i zdolnos$¢ generalizacji.

Algorytm wzmacniania gradientowego mozna interpretowac jako iteracyjny proces przybli-
zania nieznanej funkcji zaleznoSci pomigdzy zmiennymi objasniajagcymi a zmienng objasniang
poprzez kolejne kroki w kierunku przeciwnym do gradientu funkcji straty. W kazdej iteracji mo-
del uczony jest na tzw. pseudoresztach, czyli ujemnych warto$ciach pochodnych funkcji straty
wzgledem biezacych prognoz. W ten sposéb kazda kolejna iteracja koryguje bledy popetnione
przez poprzednie drzewa, dazac do minimalizacji globalnego btedu predykcji.

Z teoretycznego punktu widzenia metoda ta stanowi uogdlnienie klasycznych technik gra-
dientowych na przypadek uczenia modeli zespotowych, w ktérych poszczegdlne drzewa regresji
petnig role prostych, lokalnych aproksymatoréw. Dzigki temu, wzmacnianie gradientowe umoz-
liwia modelowanie ztoZzonych, nieliniowych zaleznosci przy zachowaniu wysokiej stabilnosci i
odpornosci na przeuczenie. Ponadto, metoda ta jest elastyczna pod wzgledem wyboru funkcji
straty, co pozwala na jej zastosowanie zar6wno w problemach regresyjnych, jak 1 klasyfikacyj-
nych. W praktyce stanowi jedno z najskuteczniejszych narzedzi predykcyjnych wykorzystywa-
nych w uczeniu maszynowym, w tym réwniez w modelowaniu ryzyka ubezpieczeniowego.

3.2 Wykorzystanie uczenia maszynowego w ubezpieczeniach

Stosowanie metod uczenia maszynowego w sektorze ubezpieczeniowym sigga lat 80 XX
wieku. Poczagtkowo wykorzystywano klasyczne metody regresyjne, w tym regresje liniowg oraz
uogdlnione modele liniowe (GLM), ktére stanowily podstawe analizy aktuarialnej. W pracy
(Dugas, Bengio, & Chapados, 2003) przedstawiono jedno z pierwszych systematycznych stu-
diéw nad zastosowaniem metod uczenia maszynowego w naukach aktuarialnych, obejmujacych
modele regresyjne, drzewa decyzyjne, sieci neuronowe oraz maszyny wektorow nosnych.

Dynamiczny rozwdj uczenia maszynowego w ubezpieczeniach nastgpit jednak dopiero w
ostatniej dekadzie, co wynikalo z potgczenia trzech kluczowych czynnikéw:
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» wprowadzenia bardziej zaawansowanych funkcji aktywacji w sieciach neuronowych,
» gwaltownego wzrostu dost¢pnosci duzych, r6znorodnych zbioréw danych,

* rosngcej mocy obliczeniowej, w szczegblnosci dzigki wykorzystaniu procesoréw graficz-
nych (ang. Graphics Processing Unit - GPU).

Obecnie uczenie maszynowe stanowi istotny element procesOw analitycznych w zaktadach
ubezpieczen, umozliwiajagc modelowanie ztozonych zaleznosci pomigdzy zmiennymi ryzyka, a
takze usprawnienie wyceny, taryfikacji, detekcji oszustw oraz szacowania rezerw techniczno-
ubezpieczeniowych.

Jednym z gtéwnych obszaréw zastosowan uczenia maszynowego jest wycena a priori, ktérej
celem jest prognozowanie oczekiwanych kosztow zwigzanych z nowa umowa ubezpieczeniowa
przy braku informacji o historii szkodowej klienta. W pracy (Sakthivel & Rajitha, 2017) za-
stosowano sieci neuronowe do przewidywania cz¢stotliwosci szkdd a posteriori, wykorzystujac
dane o wczesniejszej czestotliwosci roszczen oraz wspdétczynniki wiarygodnoSci obliczone z
wykorzystaniem teorii Bayesowskiej. Wynikiem modelu byta estymacja rocznej czgstotliwosci
szkod w kolejnym roku polisowym. Z kolei, Wiithrich (2019) oraz Wiithrich and Merz (2019)
zaproponowali model Combined Actuarial Neural Network (CANN)), ktory faczy klasyczny mo-
del GLM z siecig neuronowg w celu uchwycenia nieliniowych zaleznosci nieuwzglednionych
w prostszych modelach parametrycznych.

Kolejnym istotnym kierunkiem rozwoju metod uczenia maszynowego w ubezpieczeniach
jest wykorzystanie nieustrukturyzowanych danych telematycznych w procesie taryfikacji ubez-
pieczen komunikacyjnych. Dane te, rejestrowane w wysokiej rozdzielczoSci (np. sekundowo),
obejmuja informacje o predkoSci, przyspieszeniu, lokalizacji i stylu jazdy kierowcy. Boucher,
Pérez-Marin, and Santolino (2013) wykazali, ze relacja pomigdzy przebiegiem rocznym a cze-
stotliwos$cig szkdd nie jest liniowa. Wraz z doSwiadczeniem kierowcy ryzyko wypadku maleje.
W kolejnych pracach (Weidner & Wiithrich, 2017; Wiithrich, 2018b) zastosowano analize sku-
piefi oraz metody redukcji wymiaru (ang. Principal Component Analysis — PCA) do grupowania
kierowcOw na podstawie cech jazdy, takich jak rozktad predkosci i przyspieszen. Gao and Wiith-
rich (2019) wykorzystali konwolucyjne sieci neuronowe (ang. Convolutional Neural Network
— CNN) do klasyfikacji kierowcéw na podstawie krétkich fragmentéw podrézy, wykorzystujac
dane dotyczace predkosci, kata skretu i przyspieszenia. Pomimo ograniczonej liczby obserwacji
uzyskano satysfakcjonujace wyniki klasyfikacji, potwierdzajace potencjal metod glebokiego
uczenia. W kolejnych badaniach (Gao, Meng, & Wiithrich, 2020) dowiedziono, ze wykorzysta-
nie map ciepla przyspieszen i predkoSci w konwolucyjnych sieciach neuronowych prowadzi do
poprawy doktadnosci wyceny sktadek.

Zastosowanie metod uczenia maszynowego obejmuje réwniez proces wyznaczania rezerw
techniczno-ubezpieczeniowych, w ktérym tradycyjne modele czgsto zawodza ze wzgledu na
brak kompletnos$ci danych oraz ich nieustrukturyzowany charakter. (Wiithrich, 2018) zapropo-
nowal wykorzystanie ptytkich sieci neuronowych do modelowania czynnikéw rozwojowych w
wyznaczaniu rezerw szkodowych. (Gabrielli, 2019) rozszerzyli klasyczny model Poissona na
model uogdlniony o strukturze sieci neuronowej, co umozliwito wspélne modelowanie tréjka-
téw szkdd dla réznych linii biznesowych. W p6Zniejszych pracach (Gabrielli, 2020; Lindholm,
Lindskog, & Wahl, 2020). zastosowali bardziej elastyczne metody, takie jak sieci neuronowe i
maszyny wzmacniania gradientowego (ang. Gradient Boosting Machine — GBM), do modelo-
wania liczby 1 wielkoSci roszczefi. W modelach tych rezerwy ustala si¢ w sposéb dynamiczny i
istnieje mozliwo$¢ uwzglednienia wspétzaleznosci miedzy czestoscig a wysokoscig szkdd.
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W konteks$cie modelowania indywidualnych rezerw, Gabrielli and Wiithrich (2018) wyko-
rzystali sieci neuronowe do prognozowania indywidualnych Sciezek rozwoju szkéd w oparciu o
histori¢ portfela ubezpieczeniowego. Wiithrich (2018a) zastosowal drzewa regresji do modelo-
wania platnosci, wykorzystujac dane dotyczace zgloszenia i przebiegu roszczenia. Kuo (2020)
zaproponowal model oparty na rekurencyjnych sieciach neuronowych (ang. Recurrent Neural
Network — RNN) dla roszczen zgloszonych, lecz nieuregulowanych typu RBNS (ang. Reported
But Not Settled - RBNS), w ktérym zastosowano architekture kodera-dekodera (ang. Long
Short-Term Memory) do generowania rozktadu przysztych wyptat. Uzycie bayesowskich sieci
neuronowych w tym kontekscie umozliwito dodatkowo kwantyfikacj¢ niepewnosci prognoz.

Algorytmy uczenia maszynowego sa rowniez stosowane w modelach predykcyjnych doty-
czacych analizy ryzyka kredytowego, przewidywania cz¢stotliwosci szkod czy oceny wartosci
pojazdéw. Quan and Valdez (2018) poréwnali r6zne miary jakoSci dopasowania, takie jak
wspélczynnik determinaciji R?, indeks Giniego, blad §redniokwadratowy (MSE) oraz btad pro-
centowy (MAPE) dla modeli opartych na drzewach decyzyjnych. Bértl and Krummaker (2020)
wykorzystali natomiast drzewa decyzyjne, lasy losowe oraz sieci neuronowe do prognozowania
wartoSci roszczenn w kontekscie finansowania kredytow.

Znaczacy wktad w popularyzacje metod uczenia maszynowego w naukach aktuarialnych
whniosly takze instytucje branzowe. Szwajcarskie Stowarzyszenie Aktuariuszy (Schelldorfer &
Wiithrich, 2019; Ferrario & Hammerli, 2019) opublikowato seri¢ samouczkéw wprowadza-
jacych do zastosowan metod analizy danych w kontekScie ubezpieczeniowym. Z kolei Towa-
rzystwo Aktuariuszy (ang. Society of Actuaries - SOA) oraz Kanadyjski Instytut Aktuariuszy
(Society of Actuaries & Canadian Institute of Actuaries, 2019) prowadzity badania dotyczace
predykcyjnego modelowania w ubezpieczeniach na zycie, wskazujac na rosngce znaczenie
technik uczenia maszynowego w procesach taryfikacji i zarzadzania ryzykiem.

Inne wykorzystanie algorytméw ML w sektorze ubezpieczeniowym przedstawia Tabela 3.1.
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Pozycja Zakres wykorzystania Algorytm
(Chang & Lai, 2021) Sieci ANN wykorzystywane ANN
do przewidywania skfonnosci
konsumentéw do zakupu polisy
ubezpieczeniowej
(Fang et al., 2016) Prognozowanie rentownosci RF
klienta ubezpieczeniowego
(Desik & Behera, 2012) Tworzenie regut biznesowych DT
na podstawie danych klientéw
(Neumann et al., 2019) Przewidywanie decyzji klientéw DT
po wypadku
(Dhieb et al., 2019) Wykrywanie falszywych rosz- XGBoost

czeft komunikacyjnych

(Grize et al., 2020)

Modele retencji i dynamiczna
wycena online

CART, NN, XGBoost

(Corlosquet-Habart & Janssen,
2018)

Wykorzystanie big data w ubez-
pieczeniach

NN, RF, GBM, SVM

(Shen et al., 2021)

Oceny ryzyka kredytowego

ANN, SVM, CART

(Arora & Kaur, 2020) Wybér cech w ocenie ryzyka SVM, DT, kNN
kredytowego
(Panigrahi et al., 2018) Wykrywanie oszustw komuni- DT, RF

kacyjnych

(Rukhsar et al., 2022), (Kirlidog
& Asuk, 2012), (Sundarkumar
& Siddeshwar, 2015)

ML w oszustwach ubezpiecze-
niowych (zawyZone roszczenia,
fikcyjne polisy itd.)

SVM, RF, DT, ANN, SVR

(Gramegna & Giudici, 2020)

Dlaczego klient ku-
puje/odwotuje polise non-life

ANN

Tabela 3.1: Algorytmy uczenia maszynowego w sektorze ubezpieczeniowym.

Zrédto: Opracowanie whasne.
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Podsumowujac, rozwdj metod uczenia maszynowego znaczaco poszerzyl mozliwosci ana-
lityczne w sektorze ubezpieczeniowym. Pozwolit na uwzglednienie danych heterogenicznych,
nieliniowych zaleznoSci oraz efektéw czasowych, ktérych klasyczne modele aktuarialne nie
byly w stanie uchwycié. Zastosowanie tych metod przyczynito si¢ do poprawy doktadnosci wy-
ceny, skuteczniejszej detekcji oszustw 1 bardziej precyzyjnego szacowania rezerw, stanowiac
tym samym istotny krok w kierunku nowoczesnego, opartego na danych zarzadzania ryzykiem.

3.3 Kopule a uczenie maszynowe - wzajemne zastosowania

W prezentowanym rozdziale oméwiono przyktady wykorzystania kopul w procesie redukcji
wymiaru, zastosowania algorytméw uczenia maszynowego w estymacji kopul oraz uzycia
kopul do generowania danych syntetycznych przeznaczonych do trenowania modeli uczenia
maszynowego. Przedstawione podejScia pozwalajg lepiej uchwyci¢ ztozong strukture ryzyka
oraz budowaé modele o wyzszej doktadnosci predykcyjne;.

3.3.1 Kopule w redukcji wymiaru

Wraz z rozwojem nauki 1 technologii obserwuje si¢ dynamiczny wzrost ilosci danych, za-
rowno pod wzgledem ich objetosci, jak 1 wymiaru. Wysokowymiarowe zbiory danych zawieraja
duzg liczbe zmiennych, z ktérych czeS¢ moze by¢ wzajemnie zalezna. W takich przypadkach
zastosowanie znajduje redukcja wymiaru, rozumiana jako proces przeksztatcania zbioru danych
w przestrzen o nizszym wymiarze przy minimalnej utracie informacji oraz przy zachowaniu
istotnych wtasciwosci strukturalnych danych.

Redukcja wymiaru umozliwia uproszczenie modeli, poprawe ich interpretowalnosci oraz
skrécenie czasu uczenia algorytméw, a Ponadto, ogranicza ryzyko przeuczenia. W praktyce
proces ten czesto polega na identyfikacji i eliminacji cech zaleznych lub mato informatywnych,
ktdre nie wnoszg istotnego wktadu w model predykcyjny. W ostatnich latach wybor zmiennych
objasniajacych stat si¢ jednym z kluczowych etapéw procesu uczenia maszynowego, zarowno
w fazie eksploracji danych, jak i w przygotowaniu danych do modelowania.

Do najczesciej stosowanych metod redukcji wymiaru zalicza si¢ analize gtéwnych sktado-
wych (ang. Principal Component Analysis, PCA) wprowadzong przez Karla Pearsona w 1901 r.
(Pearson, 1901), sekwencyjng selekcje wsteczng i do przodu (Marill & Green, 1963; Whitney,
1971), regresje najmniejszych katow (ang. Least Angle Regression — LARS ) (Efron, Hastie,
Johnstone, & Tibshirani, 2004), a takze techniki oparte na algorytmach ewolucyjnych, w tym al-
gorytmach genetycznych (Singh, Balamurugan, & Jebamalar Leavline, 2016). Szeroki przeglad
metod 1 zastosowan redukcji wymiaru w kontekScie wspoétczesnych technik uczenia maszy-
nowego przedstawiono w pracy (Rani, Khurana, Kumar, & Kumar, 2022), gdzie oméwiono
zaréwno klasyczne podejScia liniowe, jak i nowoczesne metody nieliniowe wykorzystywane w
analizie duzych zbioréw danych.

Z metodologicznego punktu widzenia techniki redukcji wymiaru mozna podzieli¢ na dwie
gtéwne grupy: metody selekcji zmiennych objasniajacych i metody ekstrakcji zmiennych obja-
$niajacych. W pierwszej grupie redukcja wymiaru polega na wyborze podzbioru istniejgcych
zmiennych, ktére najlepiej reprezentuja strukture danych lub zmienng objasniana. Do metod
tego typu zalicza si¢ m.in. selekcje wsteczna, selekcje do przodu oraz algorytmy oparte na ocenie
znaczenia zmiennych objasniajacych (ang. feature importance). Druga grupa obejmuje metody
ekstrakcji zmiennych objasniajacych, w ktoérych nowe zmienne tworzone s3 jako kombinacje
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liniowe lub nieliniowe wyjSciowych zmiennych objasniajacych, np. w analizie gtéwnych skia-
dowych lub w metodach nieliniowych, takich jak t-SNE (ang. t-distributed Stochastic Neighbor
Embedding) czy UMAP (ang. Uniform Manifold Approximation and Projection). Podziat ten
ma kluczowe znaczenie praktyczne, poniewaz wybdr odpowiedniej techniki redukcji wymiaru
zalezy od charakteru danych, celu analizy oraz przyjetego modelu predykcyjnego.

W niniejszym podrozdziale uwage skupiono na redukcji wymiaru z wykorzystaniem kopuli,
ktorej celem jest identyfikacja struktury zalezno$ci pomiedzy zmiennymi objasniajagcymi. W
artykule (Femmam & Femmam, 2022) przedstawiono metode redukcji wymiaru z wykorzy-
staniem kopuli dwuwymiarowych. Jej celem jest identyfikacja i eliminacja silnych zaleznoSci
pomiedzy zmiennymi objasniajacymi, tak aby uzyskac zredukowany zbior danych, pozbawiony
wspotzaleznoSci miedzy zmiennymi. Metoda opiera si¢ na estymacji kopuli Gaussa dla wszyst-
kich par zmiennych objasniajacych oraz na ocenie sity ich wspotzaleznoSci na podstawie wspot-
czynnika 7 Kendalla.

Dane wejsciowe tworzg macierz X,xq, W ktorej n oznacza liczbe obserwacji, a d liczbe
zmiennych obja$niajacych. Kazda kolumne macierzy, odpowiadajaca zmiennej objasniajace;j
X, przeksztatca si¢ do postaci pseudo-obserwacji, wykorzystujac rangi elementow:

rij

i (3.39)
gdzie r;; oznacza range obserwacji x;; w kolumnie j, wyznaczang jako numer porzadkowy
danej wartoS$ci po posortowaniu wszystkich obserwacji tej zmiennej w porzadku rosnacym.

Takie przeksztalcenie zapewnia jednostajny rozklad wartosci na przedziale [0, 1] i pozwala
modelowac zaleznoSci miedzy zmiennymi niezaleznie od ich rozktadéw brzegowych. Dla kazde;j
pary zmiennych (X;, X;), gdziei, j € {1,2,...,d} orazi # j, budowana jest empiryczna kopula
opisujaca ich strukture zaleznoSci:

n

~ 1
Calu,v) =~ Z 1(Upi < u, Upj <), (3.40)
k=1

Na podstawie kopuli empirycznej obliczany jest wspotczynnik 7;; Kendalla, a nastgpnie odpo-
wiadajgcy mu teoretyczny parametr kopuli Gaussa «;; zgodnie z:

2
T = — arcsin(a;;). (3.41)

Wartos¢ |a;;| okreSla site zaleznoSci pomigdzy zmiennymi objasniajacymi X; i X;. Jezeli
|v; ;| przekracza ustalony prég (w pracy przyjeto warto$¢ 0.5), jedna z tych zmiennych zostaje
usuni¢ta z macierzy danych X. Proces ten jest powtarzany iteracyjnie dla wszystkich par zmien-
nych, az do momentu, gdy w zbiorze nie pozostana zmienne silnie skorelowane. Ostatecznie
uzyskuje si¢ zredukowany zbior danych X,»(4-p), W ktorym kolumny reprezentujg zmienne
objasniajace niezalezne lub stabo zalezne, przy czym p oznacza liczbe usuni¢tych zmiennych.
Zbidr ten zachowuje istotne informacje zawarte w danych wejSciowych, eliminujac jednoczesnie
nadmiarowo$¢ wynikajaca z wysokiej zaleznoSci miedzy zmiennymi. Metoda charakteryzuje
si¢ prostota obliczeniowa i1 skutecznoScig w redukcji silnych zaleznosci, a jej jedynym ogra-
niczeniem jest losowy wybor zmiennej do usuniecia w przypadku wystapienia silnej korelacji
pomie¢dzy dwiema zmiennymi objaSniajacymi.

W artykule (Femmam, Brahimi, & Femmam, 2023) zaproponowano rozszerzenie opisanej
powyzej metody, polegajace na optymalizacji procesu selekcji zmiennych. W tym podejSciu
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wyeliminowano element losowoS$ci w wyborze usuwanej zmiennej poprzez wprowadzenie me-
chanizmu grupowania zmiennych objaSniajacych o zblizonej strukturze zaleznosci. Podobnie
jak w poprzedniej metodzie, punktem wyjscia jest macierz danych X,x,. Dla kazdej pary
zmiennych (X;, X;), przy czymi, j € {1,2,...,d} orazi # j, wyznacza si¢ teoretyczng kopule
dwuwymiarowa, najczesciej kopule Gaussa, opisujaca ich zaleznoSci. Nastepnie, obliczany jest
parametr «;;, jak w powyzszej metodzie. Dla kazdej zmiennej Xi, gdzie k € {1,2,...,d},
tworzy si¢ zbior zmiennych silnie z nig skorelowanych:

Gy = {Xj : |akj| > 0.5, j # k}, (3.42)

gdzie Gy reprezentuje grupe zmiennych zaleznych od Xj, a j indeksuje pozostate zmienne
porownywane z Xi. Wszystkie grupy tworza rodzing G = G1, G2, . . ., G4. Sposrdd wszystkich
utworzonych grup wybierana jest grupa majaca najwiecej elementow 1 oznaczana jest jako G;.
Wszystkie zmienne nalezace do tej grupy sa usuwane z macierzy danych X oraz ze zbioru
grup G. Nastepnie, algorytm ponownie analizuje pozostate zaleznoSci i kontynuuje proces
eliminacji, az w danych nie pozostang zadne pary zmiennych, dla ktérych |a;;| > 0.5. W
wyniku dziatania algorytmu uzyskuje si¢ nowg macierz danych X (4-p), W ktorej kolumny
stanowig zbidr zmiennych objasniajacych o niskim poziomie wspétzaleznoSci, a p oznacza
liczbe usunig¢tych zmiennych. Zredukowany zbiér danych zachowuje istotne informacje zawarte
w danych wejSciowych, eliminujac jednoczesnie nadmiarowoS¢ wynikajaca z silnych korelacji
miedzy zmiennymi. Metoda charakteryzuje si¢ prosta implementacja i niewielkg ztozonoScia
obliczeniowa, a dzigki zastosowaniu mechanizmu grupowania zapewnia wicksza stabilnos¢ i
deterministycznos¢ procesu selekcji cech w poréwnaniu z weze$niejszymi podejSciami.

W pracy (Lall, Chowdhury, & Ghosh, 2021) zaproponowano podejscie do selekcji zmien-
nych objasniajacych z uwzglednieniem zmiennej objasnianej y. Algorytm jednocze$nie mini-
malizuje wzajemng informacj¢ pomi¢dzy wybranymi zmiennymi objas$niajacymi oraz maksy-
malizuje zalezno$¢ pomiedzy zmienng objaSniang y a kazda ze zmiennych objasniajacych X;,
gdziei € {1,2,...,d}. Dzigki temu, mozliwe jest usuni¢cie zmiennych zaleznych w zbiorze X i
zachowanie jedynie tych, ktore wnoszg unikalng informacj¢ o zmiennej objasnianej. Wzajemna
informacj¢ pomiedzy dwiema zmiennymi losowymi X; i y zdefiniowano na podstawie entropii
kopuli:

I(Xi,y) = —H(C(u,v)), (3.43)

gdzie C(u,v) oznacza kopule opisujacg strukture zaleznosci pomiedzy zmiennymi X; i y.
Zalezno$¢ ta wskazuje, ze wzajemna informacja moze by¢ interpretowana jako ujemna entropia
odpowiadajace;j jej kopuli - im mniejsza entropia, tym silniejsza zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi.

Dla zbioru zmiennych objasniajacych X = X1, X, . . ., Xz zadaniem jest wybor takiego pod-
zbioru § € X o licznoSci &, ktéry maksymalizuje informacje wzgledem zmiennej objaSnianej y,
przy jednoczesnej minimalizacji redundancji pomiedzy zmiennymi w S. Zmienna objasniajaca
X; jest lepsza wzgledem y niz zmienna X, jesli:

I.(X;,Y) > 1.(X;,Y). (3.44)

Kolejnym etapem algorytmu jest iteracyjny proces selekcji zmiennych objasniajacych, ktory
ma na celu uzyskanie podzbioru zmiennych objasniajacych o maksymalnej warto$ci informa-
cyjnej wzgledem zmiennej objasnianej y oraz minimalnym poziomie wzajemnej redundancji.
Przez s ; oznaczamy indeks zmiennej objasniajacej X;, ktdra zostala wybrana w j-tej iteracji al-
gorytmu, natomiast zbiér S; = {X;,, X, . . ., Xj, } reprezentuje podzbiér zmiennych wybranych
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po t iteracjach. W tym celu w kazdej iteracji dokonywany jest wybor zmiennej X;, ktéra w naj-
wickszym stopniu zwi¢ksza ilo$¢ informacji o y, przy jednoczesnym ograniczeniu zaleznoSci z
juz wybranymi zmiennymi. Algorytm rozpoczyna dziatanie od wyboru zmiennej Xj,, dla ktorej
wzajemna informacja 1. (X;,y) przyjmuje najwigksza warto$¢ sposroéd wszystkich zmiennych
objasniajacych:

X;, = arg g{ng{c I.(X;,y). (3.45)

Nastepnie, w kolejnych krokach wybierana jest zmienna X, ,, ktéra maksymalizuje r6znice
pomiedzy istotno$cig wzgledem zmiennej objasnianej y aredundancja wzgledem juz wybranych
zmiennych objasniajacych:

X;,,, = arg X[g(l)%iiS,) I(Xi,y) = 1.(Xi; X5, Xgys o o5 X)) | (3.46)
gdzie S; = {X;,, Xy,,...,X,,} oznacza zbiér zmiennych wybranych po ¢ iteracjach. Proces

selekc;ji jest kontynuowany do momentu, az liczno$¢ zbioru S; osiggnie wartoS¢ k, co oznacza,
ze wybrano optymalny zestaw zmiennych:

S = {Xs, Xy, Xy, - (3.47)

3.3.2 Algorytmy uczenia maszynowego w estymacji kopul

W ostatnich latach w literaturze obserwuje si¢ rosnace zainteresowanie wykorzystaniem al-
gorytmOw uczenia maszynowego w analizie zaleznoSci miedzy zmiennymi losowymi. Metody
te stanowig naturalne rozszerzenie klasycznych podejS¢ statystycznych, umozliwiajagc mode-
lowanie zlozonych, nieliniowych zaleznosci bez koniecznoSci przyjmowania silnych zatozen
parametrycznych. Jak opisano w rozdziale drugim, do opisu struktury zaleznosci wykorzy-
stywane sg kopule, w szczeg6lnosSci kopule Archimedesa, ktdre pozwalaja na modelowanie
zalezno$ci dwuwymiarowych. W przypadku rozktadow wielowymiarowych stosuje si¢ kaskady
kopul, ktére dekomponujg rozktad wielowymiarowy na zestaw kopul dwuwymiarowych. Za-
réwno kopuli Archimedesa, jak i kaskady kopul charakteryzujg si¢ ograniczong elastycznoscig.
Ksztalt zaleznoSci jest z géry okreSlony przez wybrang rodzing kopul oraz jej parametry. W
efekcie modele te moga nie by¢ w stanie uchwyci¢ bardziej ztozonych struktur zaleznosci obser-
wowanych w danych rzeczywistych. Zastosowanie algorytméw uczenia maszynowego pozwala
przezwyciezy¢ to ograniczenie. Modele te umozliwiaja bezpoSrednie odwzorowanie struktury
zalezno$ci na podstawie danych, bez konieczno$ci definiowania postaci kopuli parametryczne;.
Dzigki temu, mozliwe jest uchwycenie nieregularnych, asymetrycznych zaleznosci, ktére wy-
kraczajg poza mozliwosci klasycznych kopul parametrycznych, poniewaz dana rodzina i dany
parametr wybranej kopuli nie sa w stanie opisa¢ okreSlonej struktury zaleznosci. Wtasciwosci
modeli wynikajace z wlasnoSci kopul tacza si¢ z elastycznoscig modeli uczenia maszynowego.
Metody te sg konstruowane w taki sposob, aby odzwierciedlaty wlasnosci kopuli poprzez odpo-
wiednig architektur¢ modelu lub wtasciwg konstrukcje funkcji kosztu. W rezultacie otrzymuje
si¢ model, ktéry zachowuje interpretowalnosc dla teorii kopul, a zarazem wykorzystuje zdolno$¢
algorytméw uczenia maszynowego do aproksymacji i estymacji dowolnych nieliniowych struk-
tur zaleznoSci. Jednym z kierunkéw taczenia teorii kopul z metodami uczenia maszynowego jest
wykorzystanie glebokich sieci neuronowych do przyblizenia generatora kopuli Archimedesa ¢.
Pozwala to uja¢ proces uczenia jako aproksymacje funkcji ¢ spetniajgcej okreslone warunki
monotonicznos$ci i dodatnio$ci, co zapewnia zachowanie interpretowalnej struktury kopuli przy
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jednoczesnym wykorzystaniu elastycznosci sieci neuronowych. Parametryzacja funkcji genera-
tora dla kopul Archimedesa zostata ograniczona do prostych postaci, poniewaz skomplikowane
funkcje generatora prowadza do trudnosci w obliczeniu gestosci kopuli - sktadnika niezbed-
nego do oszacowania najwickszej wiarygodnosci. Kopule Archimedesa buduje si¢ z funkcji
generatora ¢,, ktore sg funkcjami monotonicznymi. Wprost z twierdzenia Bernsteina (Duchon,
2011) wynika, iz ¢ jest monotoniczna wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ jest transformatg Laplace’a
dodatniej zmiennej losowej M:

(1) = /0 e dFy(s) = By (exp (—tM)) (3.48)

Twierdzenie Bernsteina wskazuje, ze funkcje generujace ¢ mozna aproksymowac skoiczong
sumg funkcji wyktadniczych, co stanowi praktyczne przyblizenie kopul Archimedesa. Jesli
wektor U = (Uy,...,U;) ma rozklad opisany przez kopule C generowang przez funkcje ¢,
bedaca transformata Laplace’a nieujemnej zmiennej losowej M, wowczas kazda U; mozna
zapisaé jako

E;
U= (M) , (3.49)
gdzie
E; ~ Exp(1). (3.50)

W tym ujeciu M stanowi wspOlny czynnik losowy, odpowiedzialny za zalezno$¢ migdzy zmien-
nymi U;, natomiast E; sa niezaleznymi zmiennymi wyktadniczymi, ktére wprowadzajg indywi-
dualng losowos¢ kazdej U;.

Idee te rozwini¢to w pracy (Ling, Fang, & Kolter, 2020), w ktérej zaproponowano sie¢
neuronowa Archimedean Copula Network (ACNet), ktéra bedzie oznaczana jako ¢™". Jest
to sie¢ neuronowa reprezentujaca funkcje generatora kopuli Archimedesa, przy uzyciu duzej,
lecz skoficzonej mieszanki funkcji wyktadniczych. Architektura sieci ¢™" wyglada podobnie
do standardowe;j sieci typu feedforward, z tg réznica, ze dane wyjSciowe kazdej warstwy sta-
nowia wypuklg kombinacje skoriczonej liczby ujemnych funkcji wyktadniczych. Sie¢ zostata
zaprojektowana w taki sposéb, aby zachowywaé kluczowe wiasnosci funkcji generatora kopuli
Archimedesa, w szczegdlnosci jej monotoniczno$¢. Kazda warstwa sieci realizuje dwa etapy
obliczen: najpierw tworzy wypukta kombinacje wynikow z warstwy poprzedniej, a nast¢pnie
mnozy uzyskany wynik przez czynnik wyktadniczy exp(—Bfl) 1), gdzie Bl@ > (0 jest parametrem
decydujacym o tempie zanikania sktadnika wyktadniczego. Wagi Al.(Jl.) s nieujemne i znorma-

lizowane tak, ze 2; Ai(]l.) = 1, co gwarantuje, ze kazda warstwa generuje poprawng wypukta
kombinacje. Struktura sieci moze by¢ opisana rekurencyjnie zaleznoScia:

Hj—y
()
GO =e 0N AD gm0, =1, L (3.51)
=1

gdzie goq‘”(o) (t) = 1 oraz Hj to liczba neuronéw w warstwie /. WyjScie calej sieci obliczane jest
zgodnie ze wzorem:

Hyp
¢ (1) = > A gD (@), (3.52)
j=1
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Parametry Afjl.) 1 Bl@ nie s klasycznymi wagami potaczen neuronowych Wl.(Jl.). Wspétczyn-

niki Ai(]l.) okreslajg wagi, ale wewnatrz wypuktej kombinacji, ktore muszg by¢ nieujemne oraz
sumowac si¢ do jednoSci. natomiast Bl@ kontroluja tempo zanikania poszczegdlnych funkcji
wyktadniczych w warstwie /. Takie ograniczenia zapewniaja, ze sie¢ zachowuje wlasnoSci mo-
notoniczno$ci wymagane dla generatora kopuli Archimedesa. Dzi¢ki takiej konstrukcji cata
sie¢ definiuje skoficzong mieszaning¢ funkcji wyktadniczych, ktéra z definicji jest monotoniczna
i tym samym spelnia warunki bycia poprawnym generatorem kopuli Archimedesa. Warto$¢
kopuli C(uy,...,uy) obliczana jest zgodnie ze wzorem:

Clu)=¢! (Z so(ul-)) : (3.53)

przy czym odwrotnos¢ funkeji ¢! dla generatora neuronowego ¢ nie ma postaci analitycznej
i jest wyznaczana numerycznie z wykorzystaniem metody Newtona.

W kolejnym podejSciu do modelowania kopul Archimedesa Ng, Hasan, Elkhalil, and Ta-
rokh (2021) zaproponowali koncepcje generatywnych kopul Archimedejskich (ang. Generative
Archimedean Copulas — GAC). W odréznieniu od sieci ACNet, w ktérej bezposrednio aprok-
symowano funkcje generatora ¢ przy pomocy mieszaniny funkcji wyktadniczych, model GAC
parametryzuje rozklad zmiennej losowej M, ktérej transformata Laplace’a definiuje generator
kopuli. Idea metody podobnie opiera si¢ na wykorzystaniu twierdzenia Bernsteina, zgodnie z
ktérym kazda monotoniczna funkcja ¢ moze by¢ przedstawiona jako transformata Laplace’a
pewnej nieujemnej zmiennej losowej M, zgodnie ze wzorem 3.37. Zatem zamiast bezpoSred-
nio przyblizac ¢, autorzy proponujg uczenie sieci neuronowej (dalej oznaczanej jako G (&;6)),
ktéra generuje probki M z rozktadu Fj,. Dzigki temu, zachowane zostaja teoretyczne wlasno-
Sci funkcji generatora, a model zyskuje duza elastyczno$¢ w odwzorowywaniu réznorodnych
zaleznos$ci nieliniowych pomiedzy zmiennymi. Sie¢ G (&; 8) pelni role modelu generatywnego.
Jej zadaniem jest przeksztalcenie rozktadu € ~ N (0, 1) (lub € ~ U(0, 1)) w rozktad dodatniej
zmiennej M = G (&; 0). Aby zapewni¢ nieujemnos¢ generowanej zmiennej M, na wyjsciu sieci
zastosowano funkcje aktywacji wyktadnicze;j:

M = exp(hy(e)), (3.54)

gdzie hy(e) oznacza wyjscie ostatniej warstwy ukrytej. Dzigki temu, kazda prébka M jest
dodatnia, co jest warunkiem koniecznym dla poprawnej definicji transformaty Laplace’a. Taka
architektura jest znacznie prostsza niz konstrukcja ACNet, lecz jej rola jest fundamentalna.
Rozklad zmiennej M, a nie sama funkcja ¢, jest bezposrednio modelowany przez sie¢. Oznacza
to, ze sie¢ G(¢&;0) nie musi spetnia¢ zadnych dodatkowych ograniczert dotyczacych mono-
tonicznos$ci czy wypuktosci, poniewaz te wlasnosci sa automatycznie zapewnione przez fakt,
ze @ jest transformata Laplace’a nieujemnej zmiennej losowej. Parametry sieci 6 sa uczone
w taki sposdb, aby rozktad M = G(¢;6) prowadzit do generatora ¢ najlepiej dopasowanego
do danych empirycznych. Autorzy rozwazajg trzy metody treningu sieci: metode najwickszej
wiarygodnoSci (ang. Maximum Likelihood Estimation — MLE), polegajaca na maksymalizacji
logarytmu gestoSci kopuli, dopasowanie Craméra—von Misesa oraz uczenie kontradyktoryczne.
Model GAC mozna rozszerzy¢ na przypadek hierarchicznych kopul Archimedesa (HAC), w
ktorych rézne grupy zmiennych opisujg ré6zne poziomy zaleznosci.

Jak opisano w podrozdziale 2.1, kaskady kopul sg elastyczniejszym narz¢dziem w modelo-
waniu struktur zaleznos$ci niz kopule Archimedesa. W pracy (Sun, Cuesta-Infante, & Veerama-
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chaneni, 2019) zaproponowano podejScie do automatycznego uczenia struktury kaskad kopul z
wykorzystaniem metod uczenia maszynowego. Idea metody jest konstrukcja kaskad kopul jako
sekwencyjnego problemu decyzyjnego, ktéry mozna sformutowaé¢ w ramach uczenia przez
wzmacnianie. W takim ujeciu proces uczenia agenta przypomina stopniowe ,,rozrastanie si¢”
drzewa kopul, w ktérym kazda decyzja o potaczeniu wierzchotkéw wptywa na przyszte moz-
liwe wybory oraz konicowa jakos¢ dopasowania modelu. Dzigki temu, mozliwe jest jednoczesne
poznanie struktury drzewa kaskad kopul oraz wybér dwuwymiarowych kopul sktadowych w
sposéb zautomatyzowany i globalnie optymalny. Kaskada kopul moze by¢ opisana jako se-
kwencja zagniezdzonych drzew, w ktérych krawedzie odpowiadaja dwuwymiarowym kopulom
warunkowym. W zaproponowanym modelu zamiast tego proponuje si¢ sformutowanie procesu
budowy drzewa jako sekwencyjnego problemu decyzyjnego, w ktérym wybierane sa kolejne
krawedzie (i, j), maksymalizujac globalng funkcje celu.

Proces konstrukcji kaskady kopul mozna sprowadzi¢ do sekwencyjnych decyzji, w ktérych
w kolejnych krokach wybierane s3 potaczenia migdzy zmiennymi losowymi. Stan uktadu w
chwili r opisuje aktualng konfiguracj¢ drzewa:

si = (Er, NE,NEY, (3.55)

gdzie E, oznacza zbidr istniejacych krawedzi, N wezly juz potaczone, a NR wezly jeszcze
niepotaczone. Na kazdym etapie wybierana jest para wierzchotkow:

a; = (i, ), gdziei e NE, j e NE, (3.56)

ktora tworzy nowa krawedZ w drzewie. Po dodaniu potaczenia zbidr krawedzi 1 weztow jest
aktualizowany zgodnie z zasada:

Ei1 =E U {(i,j)}, NL

= NEULE N = NG (3.57)
W ten sposoéb struktura drzewa rozwija si¢ iteracyjnie, az do momentu, gdy wszystkie zmienne
zostang potaczone w kompletng konfiguracje kaskady kopul. W kazdym kroku ocenia si¢ wplyw
dodania nowej krawedzi na jako$¢ dopasowania modelu. W tym celu definiuje si¢ funkcje
nagrody, mierzacg przyrost logarytmu wiarygodnosci danych przy przejsciu ze stanu s,_; do
stanu s;:

R, = L(x,s;) — L(x, s,-1), (3.58)

gdzie L(x, s;) oznacza warto$¢ funkcji log-wiarygodnosci dla obserwacji x przy aktualnej struk-
turze drzewa s,. WartoS$¢ nagrody jest tym wicgksza, im bardziej nowo dodane potaczenie popra-
wia dopasowanie modelu do danych empirycznych. W celu ograniczenia przeuczenia, catkowita
nagroda moze dodatkowo uwzgledniaé sktadnik kary za zbyt ztozong lub gestg strukture:

R = Riikelihood + /lRpenaltya (3.59)

gdzie wspoétczynnik A kontroluje rownowage miedzy jakoScig dopasowania a prostotg modelu.
Tak zdefiniowana nagroda kieruje procesem konstrukcji w stron¢ modeli dobrze dopasowanych
do danych, a jednoczesnie o ograniczonej ztozonosci. Celem procesu uczenia jest maksymali-
zacja oczekiwanej sumy nagréd uzyskanych w trakcie konstrukcji catego drzewa kaskad kopul.
Funkcje celu zapisuje si¢ jako:

T
Sk

t=1

J(¢) = Erep, , (3.60)

gdzie:
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* ¢ oznacza wektor parametrow (wag) sieci neuronowej,

ny(als;) jest rozktadem prawdopodobieristwa wyboru akcji a, w stanie s;, okreslanym
przez biezace parametry ¢,

T = {(st,at)}thl reprezentuje calg sekwencje decyzji podjetych w procesie budowy
drzewa,

R, tonagroda uzyskana w kroku ¢, zdefiniowana wcze$niej jako przyrost log-wiarygodnosci
modelu po dodaniu nowej krawedzi,

* T oznacza taczng liczbe krokéw niezbednych do utworzenia pelnego drzewa kopul.

Rozktad 7y jest modelowany przez sie¢ neuronowa, ktora uczy si¢ wybiera¢ kolejne pota-
czenia migdzy zmiennymi w spos6b maksymalizujacy funkcje celu J(¢). Parametry sieci sg
aktualizowane zgodnie z zasada, ktéra pozwala obliczy¢ gradient funkcji celu wzgledem ¢:

T
Vod (§) = Bron, | D R Vylogmy(ails) | (3.61)

=1

W ten sposéb model stopniowo zwigksza prawdopodobiefistwo wyboru tych potaczen (i, j),
ktére w najwigkszym stopniu poprawiaja dopasowanie struktury kopuli do danych empirycz-
nych. Rozktad prawdopodobienistwa wyboru akcji 4(a,|s;) jest modelowany za pomoca sieci
neuronowej, ktérej zadaniem jest wyznaczanie kolejnych potagczen (i, j) w procesie budowy
drzewa. Sie¢ ta zawiera kryterium wyboru 1 przyjmuje na wejSciu wektor reprezentujacy ak-
tualny stan s;, a nastepnie generuje rozktad prawdopodobieristwa mozliwych akcji a;. Na tej
podstawie wybierane jest potaczenie, ktére maksymalizuje oczekiwang nagrode zdefiniowana
w funkcji celu J(¢). Poniewaz decyzje podejmowane na wczesnych etapach konstrukcji drzewa
wplywaja na dostepne potaczenia w kolejnych krokach, proces ten nie spetnia wtasnosci Mar-
kowa. Oznacza to, ze biezacy stan s, zalezy nie tylko od poprzedniego stanu s;_p, lecz réwniez
od catej sekwencji wczesniejszych decyzji T = {(s1,a1), (s2,a2), ..., (s;,a;)}. Aby uchwycié
te dlugookresowg zaleznosé, stosuje si¢ sie€ rekurencyjng z dlugg i krétkg pamiecia (ang. Long
Short-Term Memory — LSTM). W kazdym kroku ¢ wektor ukryty sieci LSTM, oznaczany jako
h;, jest aktualizowany zgodnie z zaleznoScia:

h, = LSTM(s;, hy—1), (3.62)

gdzie h,_; reprezentuje stan pamieci z poprzedniego kroku, a s; jest wektorem cech opisuja-
cych biezaca konfiguracje drzewa kopuli. Na podstawie wektora i, wyznaczany jest rozktad
prawdopodobienistwa wyboru akcji:

ng(as|s;) = softmax(Wh; + b), (3.63)

gdzie W i b oznaczaja odpowiednio macierz wag oraz wektor przesuni¢cia warstwy wyjsSciowej.

Zastosowanie architektury LSTM umozliwia sieci zapamig¢tywanie kontekstu wcze$niej-
szych decyzji i uwzglednianie ich wplywu przy wyborze kolejnych polaczen. Dzigki temu,
budowa drzewa przebiega w sposéb spdjny, a wyuczona struktura lepiej odwzorowuje ztozone
zalezno$ci miedzy zmiennymi losowymi.
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Po wyznaczeniu pelnej struktury drzewa kaskady kopul, w kolejnym etapie dobierane sa
odpowiednie kopule dwuwymiarowe dla kazdej krawedzi (i, j) € Er. Celem tego etapu jest
oszacowanie parametrow 6,; oraz wybor rodziny kopuli C;;, ktéra najlepiej opisuje zaleznos¢
pomiedzy zmiennymi X; i X;, ewentualnie warunkowo wzgledem zbioru zmiennych D (i, j), po-
faczonych na wczesniejszych poziomach drzewa. Dla kazdej krawedzi (i, j) maksymalizowana
jest lokalna funkcja log-wiarygodnoSci:

Cij(6;)) = argrr;axlog Lij(xi, x5 6;5), (3.64)
ij

gdzie L;;(x;,x;;6;;) oznacza warto$¢ funkcji wiarygodnosci dla obserwacji (x;,x;), a 6;; jest
wektorem parametréw odpowiadajacym danej rodzinie kopul. Rodzina kopuli C;; wybierana jest
spoSrod najczesciej stosowanych, takich jak kopula Claytona, Gumbela, Franka czy t-Studenta,
w zaleznoSci od kierunku i sily zaleznoSci migdzy zmiennymi oraz charakteru zalezno$ci
ogonowych.

W artykule (Janke & Steinke, 2021) przedstawiono metode¢ niejawnych kopul generatyw-
nych (ang. Implicit Generative Copulas — IGC), umozliwiajaca elastyczne 1 nieparametryczne
modelowanie struktury zaleznoSci w danych poprzez uczenie rozktadu gestosci kopuli. Klu-
czowym zatozeniem metody jest rozdzielenie modelowania zaleznoS$ci wielowymiarowych od
modelowania rozktadéw brzegowych.

Pierwszym krokiem metody IGC jest nauczenie tzw. wewn¢trznego (latentnego) rozktadu
Qp, ktory odzwierciedla strukture zaleznoSci wystepujaca w danych, lecz bez uwzglednienia
rozktadéw brzegowych. Oznacza to, ze na tym etapie model koncentruje si¢ wylacznie na
relacjach pomigdzy zmiennymi losowymi, pomijajac ich indywidualne rozktady brzegowe. W
tym celu wykorzystuje si¢ generatywng sie¢ neuronowg gy, ktérej zadaniem jest przeksztalcenie
prostego, znanego rozktadu bazowego w bardziej ztozony rozktad w przestrzeni latentnej. Jako
rozktad bazowy przyjmuje si¢ standardowy rozktad normalny:

z~N(0,1), (3.65)

gdzie 7 € RX jest wektorem losowym o niezaleznych sktadowych, a I oznacza macierz jednost-
kowa. Nastepnie, probki z sg przeksztatcane przez funkcje:

y = g0(2), (3.66)

gdzie go : RK — R to parametryzowana sie¢ neuronowa o wagach 0, a y € R“ stanowi prébke
z rozktadu Qg. Sie¢ gy uczy si¢ w ten sposob nieliniowej transformacji, ktéra odwzorowuje
proste probki z rozktadu normalnego w prébki o ztozonej strukturze zaleznosci, podobnej do tej,
ktora wystepuje w danych rzeczywistych. Rozktad Qg mozna interpretowac¢ jako wewnetrzng
reprezentacje danych, w ktérej uchwycona jest struktura zaleznoSci miedzy zmiennymi, lecz
bez wymuszania jednostajnych rozktadéw brzegowych. Etap ten stanowi fundament 1GC, po-
niewaz uczy on sie¢ sposobu, w jaki zmienne sg ze sobg powigzane w przestrzeni latentnej,
zanim nalozony zostanie warunek jednostajnych rozktadéw w kolejnym kroku prowadzacym
do konstrukcji kopuli Qg.

Drugim krokiem jest przeksztatcenie wewnetrznego rozktadu Qg w taki sposéb, aby otrzy-
mac jednostajne rozklady brzegowe na przedziale [0, 1]. Dzigki temu, uzyskany rozktad mozna
interpretowac jako kopule, czyli model opisujacy strukture zalezno$ci miedzy zmiennymi, nie-
zaleznie od rozkltadéw brzegowych. Osiaga si¢ to poprzez zastosowanie transformacji (ang.
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Probability Integral Transform — PIT), polegajacej na uzyciu dystrybuanty empirycznej do
kazdej sktadowej y; wektora y = gg(z):

Vi =Fyi(yl'), i = 1,...,d, (367)

gdzie Fy, oznacza dystrybuant¢ empiryczng zmiennej ¥;, a v; € [0, 1]. W wyniku tego prze-
ksztalcenia powstaje wektor:
v=Wi,...,V4), (3.68)

ktorego kazda sktadowa ma jednostajny rozktad brzegowy, natomiast zaleznoSci miedzy nimi
pozostaja niezmienione. Wektor v reprezentuje zatem probke pochodzacg z rozktadu kopuli Qec,
okreSlonego przez wewnetrzny model gy oraz transformacje Fy:

v =Fy(go(z)), v~0Q§. (3.69)

Kopula Qg opisuje wiec jedynie zaleznoSci pomiedzy zmiennymi, przy zachowaniu jedno-
stajnych rozktadéw brzegowych. Celem uczenia modelu jest takie dostrojenie parametréw 6,
aby generatywna kopula Qg jak najdoktadniej odwzorowywala rzeczywista strukture zalezno-
Sci obecng w danych, opisang przez empiryczng kopule PC. Sie¢ gg uczy sie odwzorowania,
ktére zachowuje zaleznoS$ci pomi¢dzy zmiennymi, a transformacja PIT sprawia, ze te zaleznosci
zostaja przedstawione w przestrzeni kopuli, w ktérej kazda zmienna ma rozktad jednostajny.
Proces uczenia IGC polega na dopasowaniu rozktadu kopuli generowanej przez model Qg do
kopuli empirycznej PC, opisujacej rzeczywistg strukture zaleznosci w danych. Kopula empi-
ryczna PC jest uzyskiwana na podstawie rzeczywistych danych po transformacji PIT, dzieki
czemu wszystkie jej rozklady brzegowe sg jednostajne na przedziale [0, 1]. Poniewaz celem jest
odwzorowanie jedynie zaleznosci miedzy zmiennymi, uczenie przebiega w przestrzeni [0, 1]¢
po transformacji PIT, w ktérej wszystkie rozktady brzegowe sg jednostajne. Do pomiaru réznicy
pomiedzy rozktadami QOC i PC stosowana jest odlegtos¢ energetyczna, bedacg nieparametryczng
miarg rozbieznosci migdzy rozktadami prawdopodobieristwa. W przypadku dwéch rozktadéw
P 1 Q oznaczono j3 jako D%(P, Q). Miara energetyczna zostala opisana w podrozdziale 5.1.3.
Warto$é Dg (P, Q) jest rowna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy rozktady P i Q sa identyczne; dla-
tego minimalizacja tej odlegltosci prowadzi do dopasowania modelu generatywnego do danych.
W praktyce, podczas uczenia modelu IGC minimalizuje si¢ empiryczng postaé tej miary:

Leneray(6) = D%(PC, 05), (3.70)

co odpowiada minimalizacji Sredniej odlegloSci pomiedzy probkami generowanymi przez mo-
del a prébkami pochodzacymi z danych rzeczywistych. Kluczowym elementem skutecznego
uczenia metodami gradientowymi jest zapewnienie rozniczkowalnosci catego procesu prze-
ksztalcen. Klasyczna transformacja PIT wymaga operacji sortowania, ktéra nie jest roznicz-
kowalna, co uniemozliwia propagacje gradientéw przez model. Aby rozwigzaé ten problem,
autorzy wprowadzili warstwe soft-rank, bedaca gtadka aproksymacja sortowania. Warstwa ta
przypisuje elementom ich rangi w sposéb ciagly, umozliwiajac obliczanie przyblizonych rang
w formie rézniczkowalnej. Zastosowanie warstwy soft-rank pozwala na propagacje gradientow
przez caly model, dzigki czemu parametry sieci gg moga by¢ skutecznie aktualizowane me-
todami gradientowymi. W rezultacie mozliwe jest optymalizowanie funkcji celu Lenergy (6) W
sposob stabilny i spdjny z zasadami uczenia glebokiego.
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Po zakoriczeniu procesu uczenia model IGC moze by¢ wykorzystywany do generowania
nowych prébek, ktére zachowujg strukture zaleznoS$ci charakterystyczng dla danych rzeczywi-
stych. Generowanie odbywa si¢ w kilku etapach, odpowiadajacych kolejnym transformacjom
modelu:

1. Losowana jest prébka z ~ N(0, I) z rozkladu bazowego o niezaleznych sktadowych.

2. Wektor 7 jest przeksztalcany przez wyuczona sie¢ neuronowg gy, co daje wektor y = gy(z),
bedacy probka z wewnetrznego rozktadu Qp.

3. Na kazda sktadowa y; naktadana jest empiryczna dystrybuanta fyi, aby uzyskac jedno-
stajny rozktad brzegowy: R
Vi :Fyi(yi), i = 1,...,d. (371)

Funkcja F\yi oznacza empiryczng dystrybuante oszacowana na podstawie probek y; gene-
rowanych przez model gy, a wigc stanowi przyblizenie nieznanej dystrybuanty prawdzi-
wego rozktadu zmiennej ¥;. W wyniku tego powstaje wektor v = (vy,...,vy), ktéry lezy
w jednostkowej kostce [0, 1]¢ i stanowi prébke z wyuczonej kopuli QOC.

Proces ten mozna zapisa¢ jako odwzorowanie:

v ="Ty(z) = Fy(ge(2)), (3.72)

gdzie Ty jest rozniczkowalng transformacjg przeksztatcajaca probki z przestrzeni rozktadu nor-
malnego w przestrzen kopuli, a Fy = (Fy,, ..., Fy,) oznacza wektor empirycznych dystrybuant
zastosowanych do poszczegdlnych sktadowych. Transformacja 7y reprezentuje ztozenie funkcji
generatywnej gg oraz transformacji PIT za pomoca wektora dystrybuant Fy.

Jezeli celem jest uzyskanie probek w oryginalnej przestrzeni danych, wéwczas na kazda
sktadowa mozna zastosowa¢ odwrotnosS¢ dystrybuanty empirycznej F' _il, otrzymujac:

xi=Fyl(vp), i=1,....d. (3.73)

Dzigki temu, generowane dane x = (x,...,xs) posiadajg takie same rozklady brzegowe jak
dane rzeczywiste, przy jednoczesnym zachowaniu ich wzajemnych zaleznoSci opisanych przez
wyuczong kopule QF.

3.3.3 Kopule w generowaniu danych dla algorytméw uczenia maszynowego

Kopule sg rowniez wykorzystywane do generowania syntetycznych danych w technikach
uczenia maszynowego. Wraz z rozwojem metod analizy opartych na danych pojawia si¢ pro-
blem ich stabej dostepnosci, ograniczonej jakoSci oraz ochrony prywatnosci. Dane syntetyczne
czeSciowo tagodza te wyzwania, umozliwiajac skalowanie zbioréw danych treningowych bez
utraty waznych wtasciwosci statystycznych danych rzeczywistych. Jest to szczegélnie wazne w
trzech przypadkach:

* kiedy instytucje finansowe dysponuja niewielkg iloScig danych historycznych ze wzgledu
na wysokie koszty pozyskania lub niekompletne zapisy z przesztosci,

* wystepujg znaczne réznice mi¢dzy dostgpnymi danymi, co powoduje, ze metody uczenia
maszynowego nie dokonuja doktadnych prognoz,
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* jesli instytucje nie majg mozliwosci bezposredniej wymiany swoich danych, informacje
sg poufne lub wrazliwe.

Problemy nasilajg si¢ w badaniach ubezpieczeniowych i aktuarialnych. Firmy ubezpiecze-
niowe moga mie¢ ograniczone dane dotyczace niektérych produktéw lub klientéw, co utrudnia
konstruowanie wiarygodnych modeli prognostycznych. W innych przypadkach dane historyczne
s czesciowe, poniewaz stare systemy informatyczne sg zast¢powane przez nowe, firmy dokonuja
polaczen lub wystepuja zmiany regulacyjne. Ponadto, zaréwno zbiory danych dotyczace rosz-
czef, jak i polis mogg by¢ sporadycznie "zaszumione"lub przestarzate, co pogarsza ich jakoS$¢.
Wigkszo$¢ danych zwigzanych z ubezpieczeniami, takich jak dane dotyczace stanu zdrowia,
dochodéw oraz historia roszczen, jest prywatna, a ich wykorzystanie jest $cisle regulowane su-
rowymi przepisami (np. RODO), ktdére ograniczaja nasza zdolno$¢ do swobodnego ujawniania
danych do celéw badawczych. W takiej sytuacji wytwarzanie danych syntetycznych przy uzyciu
kopul stanowi odpowiednie rozwigzanie, poniewaz realistyczne zalezno$ci miedzy zmiennymi
mozna odtworzy¢, aby uzyskaé dane, ktére sa bezpieczne do pracy w modelowaniu ryzyka,
procesach wyceny czy przewidywaniu roszczen.

W (Sei, Onesimu, & Ohsuga, 2022) przedstawiono metode wstepnego przetwarzania, ktdra
generuje syntetyczny zbidér danych na bazie kopul, réwnocze$nie redukujac szum. Ekspery-
menty na danych syntetycznych i rzeczywistych z uzyciem drzew decyzyjnych, glebokich sieci
neuronowych, k-najblizszych sgsiadéw oraz maszyn wektoréw no$nych wykazaty istotny wzrost
doktadnosci modeli. Wykorzystanie kopul w tym samym kontek$cie mozna znalez¢ w (Meyer,
Schefzik, Thorarinsdottir, & Gneiting, 2021; Benali, Notton, Fouilloy, & Voyant, 2021; Jeong,
Lee, & Lee, 2016). W (Nejad, Erdogan, & Cirillo, 2021) kopula Archimedesowa, w szczegdl-
nosci kopula Claytona, zostala wykorzystana do odwzorowania zaleznos$ci mi¢dzy zmiennymi
socjodemograficznymi podczas generowania populacji syntetycznej. Na podstawie danych po-
chodzacych z réznych Zrédet autorzy estymowali rozktady brzegowe poszczegdlnych obserwacji
oraz macierz zaleznosci pomiedzy nimi. Kopula postuzyta do potaczenia tych rozktadow w jeden
model wielowymiarowy, umozliwiajac generowanie realistycznych obserwacji reprezentujacych
mieszkancow matych obszaréw geograficznych. Dzigki temu, mozliwe bylo utworzenie popu-
lacji syntetycznej, zachowujgcej strukture zaleznosSci obserwowana w danych rzeczywistych,
co pozwolilo nastgpnie na wiarygodne modelowanie i analiz¢ ewakuacji oséb pozbawionych
samochoddéw. Zgodnie z podejSciem przedstawionym w (Meyer et al., 2021), kopule Gaussa
lub kaskady kopul umozliwiajg tworzenie syntetycznych obserwacji, ktére zachowuja zaré6wno
indywidualne wlasciwosci zmiennych, jak i ich zalezno$ci. W tym ujeciu macierz korelacji esty-
mowana z danych rzeczywistych stanowi podstawe budowy kopuli, a z niej generowane s3 nowe
probki o spdjnej strukturze statystycznej. Takie dane syntetyczne moga by¢ nastepnie wykorzy-
stywane do trenowania modeli uczenia maszynowego bez ujawniania wrazliwych danych, przy
jednoczesnym zachowaniu ich wartoS$ci informacyjnej. W (Chu, Ip, Lam, & So, 2022) zapropo-
nowano zastosowanie kaskad kopul do generowania syntetycznych danych, majac na uwadze,
iz ze wzgledu na wrazliwe informacje w danych, dane te nie mogg by¢ publikowane. Model
umozliwia doktadne odwzorowanie zaleznoSci pomi¢dzy zmiennymi w danych mieszanych.
Dane syntetyczne generowane sg poprzez probkowanie warunkowe z dopasowanego modelu
kaskad kopuli, co pozwala zachowac strukture zaleznosci przy jednoczesnym ograniczeniu ry-
zyka ujawnienia wartoSci rzeczywistych. Podejscie to wykorzystuje klasyczna dekompozycje
C —vine 1 D — vine, w ktdrej kazda para zmiennych jest modelowana odrebna kopula, a typ
kopuli dobierany jest na podstawie miary dopasowania. Z kolei, w (Griesbauer, Czado, Frigessi,
& Haff, 2025) przedstawiono rozszerzenie klasycznego podejsScia C — vine, nazwane uci¢tymi
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C — vine, ktore sluzy do generowania danych syntetycznych przy zachowaniu kompromisu
pomiedzy uzytecznoscig a prywatnoscig. Autorzy przycinajg strukture kaskad kopul powyzej
okreslonego poziomu drzewa, co skutkuje odrzuceniem stabszych lub potencjalnie wrazliwych
zaleznoSci migdzy zmiennymi. Dzieki temu, mozliwe jest ograniczenie ujawniania informacji
przy zachowaniu najistotniejszych zaleznoSci. Metoda ta szczegélnie dobrze sprawdza si¢ w
generowaniu tabelarycznych danych syntetycznych, ktére maja by¢ wykorzystywane w uczeniu
maszynowym. Oba podejScia opierajg si¢ na klasycznej teorii kaskad kopul, jednak réznig si¢
celem: pierwsze koncentruje si¢ na danych mieszanych i ochronie prywatnoSci poprzez mo-
delowanie zaleznoS$ci, drugie natomiast wykorzystuje strukturalne przycinanie zaleznos$ci, aby
zapewni¢ kompromis miedzy jakoscia statystyczng a bezpieczenstwem danych syntetycznych.
Na szczegolna uwage zasluguja podejScia wykorzystujace kopule do nieparametrycznego ge-
nerowania danych syntetycznych, ktére pozwalajg odwzorowac ztozone zaleznoSci pomiedzy
zmiennymi bez koniecznoSci przyjmowania zatozen o ich rozktadach.Jednym z takich roz-
wigzaf jest metoda zaproponowana w (Restrepo, Arango, Trujillo, & Zapata, 2023), w ktorej
przedstawiono w petni nieparametryczne podejscie do generowania danych syntetycznych z wy-
korzystaniem kopul. PodejScie to zaktada, ze zaré6wno kopula C, opisujaca zaleznoSci miedzy
zmiennymi, jak i rozktady brzegowe F; ~ X; sa nieznane. Znamy jedynie dane rzeczywiste
X4, gdzie n oznacza liczbe obserwacji, a d liczb¢ zmiennych. Celem metody jest odtworzenie
struktury zalezno$ci pomi¢dzy zmiennymi na podstawie empirycznej kopuli skonstruowanej
bezposrednio z danych, zdefiniowanej jako:

. 1<
U,.jzzzukjgx,,j Vie{l,...,d}, ie{l,....,n}, (3.74)
k=1

Dla kazdej zmiennej X; rozwaza si¢ przedziat podzielony na 7; podprzedziatow:

min(Xi) =ap <ap <---<Aay = l’IlaX(X,'), (375)

przy czym liczba podziatéw #; moze by¢ wybrana w zaleznoSci od oczekiwanej doktadnosci
estymacji rozktadu brzegowego. Kazdy podprzedzial definiuje si¢ jako:

[a s—1)is as[]a dlas = 15
By={ 07" sef{l,....u} (3.76)
(a(s—l)l'a asi]’ dla s > 13

gdzie By; oznacza s-ty podprzedzial dla zmiennej X;. Na tej podstawie definiuje si¢ funkcje:

1 S n
R(Byj) = 5221{%6%}, Vse{l,...,t;}, (3.77)
r=1 k=1

ktoéra stanowi empiryczny estymator dystrybuanty zmiennej X; obliczany w kolejnych pod-
przedziatach. Wektor:
[R(Bs1), ..., R(Bsp)] (3.78)

jest estymatorem nieobcigzonym rzeczywistych wartosci dystrybuant brzegowych:

[Fi(as),...,Fylasp)] . (3.79)

92



Poniewaz posta¢ kopuli C jest nieznana, losowo wybierany jest indeks m € {1,...,n} i
przyjmowany jest m-ty wiersz macierzy U jako reprezentatywny wektor wartosci empirycznej
kopuli.

Nastepnie, dla kazdego wymiarui € {1,...,d}:

1. losowane sa obserwacje ze zmiennej U ~ U(0, 1),

2. wyznacza najmniejsze s spetniajace warunek:

R(Byi) = Upi, (3.80)

3. oblicza si¢ wartoS¢ syntetyczna:
Xi = ags-1yi + (asi — ags-1y1) U. (3.81)
Wygenerowany w ten sposéb wektor (X1, .. ., Xy) zachowuje zaréwno strukture rozktadéw

brzegowych, jak i struktur¢ zaleznoSci pomie¢dzy zmiennymi zaobserwowang w danych rze-
czywistych. Caly proces przebiega bez jawnego modelowania postaci kopuli ani przyjmowania
jakichkolwiek zatozen parametrycznych, co czyni metod¢ w pelni nieparametryczna i elastyczng
w zastosowaniu do réznych typow danych.
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4. Ryzyko modelu

Modelowanie ma charakter wielodyscyplinarny; obejmuje wiedze¢ na temat biznesu, teorii
finansowych, modelowania matematycznego, implementacji oprogramowania komputerowego
oraz projektowania interfejsow uzytkownika. Model stanowi uproszczony opis rzeczywisto-
Sci, stworzony w celu zrozumienia, analizy lub prognozowania zjawisk. Wedlug klasycznej
definicji podanej w (Silver, 2012), model to narzedzie stuzgce do przeksztalcania ztozonosci
Swiata rzeczywistego w logiczng strukture, ktéra moze by¢ zrozumiata i uzyteczna do analizy.
Modelowanie pozwala na badanie kluczowych zaleznoSci, identyfikowanie wzorcéw oraz te-
stowanie hipotez w kontrolowany sposob. W literaturze naukowej modele sg definiowane jako
abstrakcyjne reprezentacje wybranych proceséw. Na przyktad Derman (1996) uwaza, ze model
petni funkcje posSrednika miedzy teorig a rzeczywisto$cig, umozliwiajac testowanie zatozen
teoretycznych w kontekscie danych empirycznych. W praktyce modele przyjmuja rézne formy,
od prostych réwnan matematycznych po zaawansowane algorytmy oparte na sztucznej inteli-
gencji. Model jest narzedziem stuzacym do sporzadzania ograniczonego opisu rzeczywistosci,
ktory stuzy do podejmowania okreSlonych decyzji. Modele nie s3 pelnym odwzorowaniem
rzeczywistoSci, lecz skupiajg si¢ na kluczowych elementach istotnych dla danego zagadnienia.
Jak zauwazyl Box (1979), ,,wszystkie modele sa bledne, ale niektére sg uzyteczne”. Najwaz-
niejsza kwestiag w ocenie modelu jest jego zdolnos¢ do spetnienia zamierzonych celéw, takich
jak przewidywanie zdarzen czy wspieranie decyzji. Pomimo swojej uzytecznos$ci, modele majg
swoje ograniczenia, ktére wynikaja z konieczno$ci upraszczania rzeczywistoSci. Upraszcza-
nie, cho¢ pozwala na analiz¢ ztozonych systemdw, niesie ze sobg ryzyko btednych zalozen,
ktére sa niewystarczajace do reprezentacji rzeczywistych zaleznosci. Modele sa wdrazane do
zycia codziennego, zatem dziatajg w dynamicznym Srodowisku, gdzie zmieniajace si¢ warunki
moga sprawi¢, ze ich zatozenia 1 wyniki traca na aktualnoSci. W takich sytuacjach pojawia
si¢ pojecie ryzyka modelu, zwigzanego z konsekwencjami uzycia modeli, ktére moga by¢ nie-
wladciwe, niedostosowane do sytuacji lub bfednie interpretowane. Derman (1996) opisuje to
zjawisko jako ryzyko wynikajace z bledow w modelu teoretycznym. Z kolei, Gatarek (2002)
definiuje je jako strate¢ powstala w wyniku zastosowania niewlaSciwego modelu do wyceny
instrumentu finansowego lub pomiaru ryzyka. Wedtug Dowd (2005) problem ten dotyczy ble-
doéw w szacowaniu miar ryzyka spowodowanych niedoskonatoSciami modelu. Kuziak (2005)
przedstawia t¢ kwesti¢ szerzej, wskazujac, ze sytuacja ta wystepuje, gdy formalny i poprawny
opis fragmentu rzeczywisto$ci odbiega od rzeczywistego stanu, co moze prowadzi¢ do strat.
Ryzyko modelu jest szczegdlnie istotne w sektorach takich jak bankowos$¢ i ubezpieczenia, a
takze w dziatalnoSci zwigzanej z zarzadzaniem inwestycjami, gdzie modele matematyczne i
statystyczne odgrywaja kluczowa role w analizie ryzyka, wycenie instrumentéw finansowych 1
ocenie wyptacalnosci. Ryzyko modelu moze wynika¢ z r6znych Zrddet, takich jak niepeine lub
niewiarygodne dane wejSciowe, niewlasciwe zalozenia teoretyczne, btedy programistyczne czy
ograniczenia samego modelu. Przyktadowo, uzycie niewlasciwego modelu w wycenie portfela
kredytowego moze skutkowac niedoszacowaniem ryzyka niewyptacalnosci klientow. Co wiecej,
ryzyko modelu moze by¢ potegowane przez zmieniajace si¢ warunki rynkowe, ktore sprawiaja,
ze modele, cho¢ doktadne w przesztosci, staja si¢ mniej adekwatne w nowych realiach. Za-
rzadzanie ryzykiem modelu stanowi kluczowy element zarzadzania ryzykiem w organizacjach.
Wymaga regularnej walidacji i weryfikacji stosowanych modeli, doktadnej dokumentacji oraz
transparentno$ci procesOw decyzyjnych. W erze szybko rozwijajacych si¢ technologii, w tym
sztucznej inteligencji 1 uczenia maszynowego, wyzwania zwigzane z ryzykiem modelu staja
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si¢ coraz bardziej ztozone, co podkresla konieczno$¢ inwestowania w odpowiednie zasoby 1
kompetencje. W niniejszym rozdziale przedstawiona bedzie istota ryzyka modelu, jego gtéwne
przyczyny oraz strategie zarzadzania, ktére pozwola na minimalizacje¢ jego skutkow.

W pierwszej czeSci rozdziatu zostang oméwione rodzaje ryzyka modelu, w tym m.in.
ryzyko koncepcyjne, implementacyjne, jako$¢ danych oraz problem nadmiernego dopasowania.
Nastepnie, zostang przedstawione zrédla ryzyka, ktére moga wynikaé z czynnikéw ludzkich,
technologicznych oraz Srodowiskowych. Ostatnia cz¢S¢ rozdziatu dotyczy oceny ryzyka modelu,
obejmujacej zaréwno podejscia jakoSciowe, jak i iloSciowe.

4.1 Znaczenie ryzyka modelu w instytucjach finansowych

Instytucje finansowe wykorzystujag modele w celu zarzadzania ryzykiem, wyceny instrumen-
téw finansowych oraz podejmowania decyzji operacyjnych i strategicznych. W zwigzku z tym
dla tych instytucji kluczowe znaczenie odgrywa ocena ryzyka, jakie niesie zastosowanie okre-
Slonego modelu. Literatura przedmiotu podkres§la znaczenie ryzyka modelu w nastepujacych
obszarach:

 Stabilno$¢ finansowa - modele finansowe wykorzystuje si¢ do oceny ryzyk wynikaja-
cych m.in. z ryzyka kredytowego, rynkowego oraz operacyjnego. Niedoktadne lub bied-
nie zbudowane modele mogg prowadzi¢ do niewlasciwej oceny ekspozycji na ryzyko,
co przektada sie na nieadekwatng alokacje kapitatu. Niepoprawne matematycznie oraz
niezgodne z regulacjami modele moga wplywac¢ na stabilnoS¢ instytucji finansowych,
przyczyniajac si¢ do ryzyka systemowego.

* Zgodno$¢ z regulacjami - instytucje finansowe, stosujagc modele, muszg dostosowacé si¢
do regulacji, np. Bazylea III, Solvency I czy Solvency II. Niedoktadne modele moga
prowadzi¢ do niezgodnosci z przepisami, co moze skutkowac sankcjami ze strony organdéw
nadzoru. Zarzadzanie ryzykiem w instytucjach finansowych jest istotne zaréwno dla
stabilno$ci systemu finansowego, jak i dla generowania ryzyka systemowego.

* Podejmowanie decyzji operacyjnych i strategicznych - modele maja na celu wspiera-
nie podejmowania decyzji w instytucjach finansowych. Btedne modele mogg prowadzi¢
do niewlasciwych decyzji, przez co instytucje ponoszg straty. Odpowiednie zarzadzanie
ryzykiem operacyjnym, w tym jakoScia modeli, jest kluczowe dla efektywnego funkcjo-
nowania bankow.

» Zapobieganie ryzyku systemowemu - ryzyko modelu, wynikajace z blednych zatozen
1 nadmiernej wiary w modele kwantyfikujace ryzyko, moze samo w sobie generowac
ryzyko systemowe, gdyz bledne modele sa stosowane jednocze$nie przez wiele instytu-
cji; (Danielsson, 2016) antidotum stanowi wiekszy nacisk na testy odporno$ci modeli
oraz uwzglednianie niepewnoS$ci modelowej w zarzadzaniu ryzykiem. Z kolei, btedne
modelowanie sieci powigzan finansowych moze prowadzi¢ do niedoszacowania efektow
kaskadowych 1 zwieksza¢ podatnos¢ systemu na szoki. Aby temu zapobiec, Acemoglu i
in. (2015) (Acemoglu, Ozdaglar, & Tahbaz-Salehi, 2015) zalecajg projektowanie bardziej
odpornych struktur sieciowych oraz wlaczenie heterogenicznosci i niepewnosci do modeli
systemowych. Z kolei, niewla$ciwe modelowanie wspéizaleznosci instytucji finansowych
(np. w ramach CoVaR), co moze zaniza¢ miary ryzyka systemowego, Acharya i in.
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(2017) (Acharya, Pedersen, Philippon, & Richardson, 2017) zalecajg kalibracje modeli
z wykorzystaniem danych stresowych oraz dynamicznych korelacji, odzwierciedlajagcych
rzeczywistg wspotzalezno$¢é w okresach kryzysowych.

W przesztoSci mozna odnalez¢ wiele negatywnych zdarzen, ktére miaty niepozadane skutki
1 wynikaly z niewtaSciwego wykorzystania modeli:

* Kryzys finansowy w latach 2007-2008 - Przed kryzysem finansowym wiele instytucji
finansowych opierato swoje modele oceny ryzyka kredytowego na zalozeniach ignoruja-
cych mozliwo$¢ spadku cen nieruchomosci i korelacje migdzy aktywami (Commission,
2011). Modele te niedoszacowywaty ryzyka, prowadzac do bfednej wyceny ryzykownych
aktywow. Rajan (2010) podkresla, ze uproszczone modele nie odzwierciedlaly rzeczywi-
stosci 1 przyczynily si¢ do nadmiernego zadluzenia oraz destabilizacji systemu finanso-
wego. Stosowanie tych samych modeli w réznych instytucjach stworzylo efekt domina,
uwypuklajac znaczenie ryzyka modelu w kontekscie ryzyka systemowego.

» Upadek Long-Term Capital Management (LTCM) w 1998 r. uwypuklit ryzyko zwigzane
z modelami finansowymi. Fundusz wykorzystywal zaawansowane modele matematyczne
do strategii arbitrazowych, zaktadajac niskie prawdopodobiefistwo jednoczesnych kry-
zys6éw na réznych rynkach. Zatozenia te okazaly si¢ btedne, prowadzac do ogromnych
strat 1 konieczno$ci interwencji banku centralnego w celu unikniecia destabilizacji sys-
temu finansowego. Analizy LTCM (Lopez & Saidenberg, 2001; Shirreff, 1999) wskazuja,
ze upadek funduszu wynikat z zastosowania modeli opartych na nierealistycznych zato-
zeniach. Przyktad ten podkresla znaczenie ryzyka modelu w decyzjach operacyjnych i
strategicznych oraz w zapobieganiu ryzyku systemowemu - biedne modele mogg wy-
musi¢ interwencj¢ instytucji publicznych, aby powstrzymacé efekt domina w systemie
finansowym.

» Afera Enronu na poczatku lat 2000 ujawnita znaczenie ryzyka modelu w zarzadzaniu
finansami i zgodnosci z regulacjami. Firma wykorzystywata skomplikowane modele fi-
nansowe do wyceny kontraktéw opartych na nierealistycznych zalozeniach, co doprowa-
dzifo do jednego z najwiekszych skandali finansowych i upadku spétki. Analizy (McLean
& Elkind, 2003; Fox, 2003) podkreslaja role btednych modeli w kryzysie, ukazujac ich
wplyw na decyzje finansowe i stabilnoS¢ sektora. Przyktad Enronu uwypukla znaczenie
ryzyka modelu zaré6wno w kontekscie zgodnoSci z regulacjami - afera przyczynita si¢
do reform, takich jak Sarbanes-Oxley Act - jak i w kontekscie stabilnoSci finansowej,
poniewaz upadek spotki negatywnie wplynat na inwestoréw i sektor energetyczny.

» Afera ,Londyriskiego Wieloryba” w 2012 r. jest klasycznym przyktadem ryzyka modelu
w praktyce bankowej. Trader JPMorgan Chase dokonywatl ogromnych transakcji na in-
strumentach pochodnych w ramach Synthetic Credit Portfolio (SCP), opierajac si¢ na
modelach ryzyka, ktére znaczgco niedoszacowywaly potencjalne straty. Btedy w kon-
strukcji modelu Value at Risk, a takze jego celowe modyfikacje, spowodowaly zanizone
raportowanie ryzyka 1 nadmierne zwiekszenie ekspozycji na ryzykowne instrumenty
(Zeisberger & Chen, 2014). W rezultacie straty przekroczyly 6 miliardéow dolaréw, pod-
wazajac reputacje banku i1 zaufanie inwestoréw. Raport Senatu USA (on Investigations,
2013) wykazal, ze problem nie wynikal wylacznie z samego modelu, lecz takze z niedosta-
tecznego zarzadzania ryzykiem - sfabego nadzoru, nieadekwatnych procedur kontrolnych
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1 niewystarczajacego raportowania. Analizy (Zeissler & Metrick, 2019) podkreslaja, ze
modele iloSciowe nie uwzglednialy skrajnych scenariuszy ani korelacji miedzy instru-
mentami, a decyzje strategiczne opieraly si¢ na blednych zatozeniach. Przypadek ten
uwidocznil ograniczenia modeli finansowych, ich wptyw na stabilno$¢ finansowg oraz
konieczno$¢ zgodnosci narzedzi modelowych z regulacjami 1 procedurami decyzyjnymi
w instytucjach.

4.2 Rodzaje ryzyka modelu

Ryzyko modelu moze przyjmowac rézne formy 1 wystepowac w wielu obszarach zastosowa-
nia modeli. W literaturze spotyka si¢ liczne klasyfikacje tego zjawiska, roznigce si¢ zakresem i
kryteriami podziatu. W dalszej czesci przedstawiona zostanie przyjeta w tej pracy klasyfikacja,
ktorej celem jest uporzadkowanie najwazniejszych rodzajéow ryzyka modelu z perspektywy ich
wplywu na funkcjonowanie instytucji finansowych oraz stabilnos$¢ systemu finansowego. Przy-
jeta klasyfikacja nawiazuje do podejscia stosowanego w ramach regulacji Solvency II, w ktorej
szczegOlng uwage zwraca si¢ na identyfikacje, pomiar 1 kontrole ryzyka modelu jako elementu
systemu zarzadzania ryzykiem.

4.2.1 Ryzyko koncepcyjne

Ryzyko koncepcyjne, czyli btedna specyfikacja modelu, odnosi si¢ do sytuacji, w ktdrej
model nieodpowiednio odwzorowuje rzeczywisto$¢, prowadzac do niepoprawnych wynikow i
btednych decyzji. Wynika to z niewlasciwych zatozen teoretycznych, uproszczen w konstrukcji
modelu oraz bledéow w specyfikacji statystycznej. W kontekScie agregacji ryzyka w Solvency
II mozna zauwazy¢ nast¢pujace zagrozenia:

* Rozktady normalne i korelacje liniowe réznig si¢ od macierzy stosowanej w FS. W FS
przyjeto uproszczone zalozenie, ze zmienne agregowane maja wielowymiarowy rozktad
normalny z odgornie ustalonymi warto$ciami macierzy korelacji. Stosowanie stalych
korelacji lintowych moze prowadzi¢ do bfednej oceny wymogow kapitatlowych, skutkujac
ich przeszacowaniem lub niedoszacowaniem.

* Rozktady brzegowe rdznig si¢ od rozktadu normalnego. W FS przyjmuje si¢, ze rozktady
ryzyka w portfelu ubezpieczyciela sa normalne. W praktyce jednak czesto wykazuja one
asymetri¢i,,grube ogony”, co oznacza wigksze prawdopodobienistwo wystapienia zdarzen
ekstremalnych niz przewiduje rozktad normalny. Stosowanie zatozenia o normalnosci
moze prowadzi¢ do blednej oceny prawdopodobieristwa wysokiego ryzyka. Przyktadowo,
w ubezpieczeniach majatkowych straty katastroficzne moga znacznie odbiegac od prognoz
opartych na rozktadzie normalnym.

* Struktura zalezno$ci mi¢dzy agregowanymi czynnikami ryzyka nie zawsze jest liniowa.
FS zakfada liniowe zalezno$ci miedzy czynnikami ryzyka, podczas gdy w rzeczywi-
stosci zaleznoSci te moga by¢ nieliniowe. W ubezpieczeniach majatkowych ekstremalne
zdarzenia, takie jak huragany czy powodzie, powodujg straty w réznych segmentach jed-
nocze$nie. Huragany niszczg budynki i infrastrukture, op6Zniajac naprawy, a rosngce
ceny materialéw budowlanych oraz ustug remontowych dodatkowo zwiekszaja wyplaty z
polis. W ubezpieczeniach komunikacyjnych ekstremalne warunki pogodowe zwickszaja
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liczbe wypadkow 1 uszkodzeni pojazdow, szczegdlnie w obszarach miejskich. Przerwy w
dziatalnoSci firm 1 instytucji finansowych generuja dodatkowe roszczenia, co w krétkim
czasie kumuluje wiele szkdd.

Takie sytuacje prowadza do nieliniowych zaleznosci miedzy ryzykami, w ktérych zdarzenia
wzajemnie si¢ wzmacniaja. Tradycyjne modele liniowe, zaktadajace proporcjonalne i state
zaleznos$ci, nie uchwyca tej dynamiki. Do opisu skumulowanych ryzyk konieczne jest stosowanie
bardziej zaawansowanych narzedzi, takich jak kopule, pozwalajacych doktadnie modelowad
nieliniowe zaleznoSci.

4.2.2 Ryzyko implementacji algorytmoéw

Ryzyko zwigzane z implementacjg algorytméw moze wynika¢ z wielu przyczyn, poczaw-
szy od probleméw z samymi algorytmami po trudnosci w integracji z systemem. Najwickszym
ryzykiem jest to, ze algorytm zostal niepoprawnie zaprogramowany. Niewielkie réznice mig-
dzy matematycznym zapisem algorytmu a zaprogramowanym algorytmem mogg prowadzi¢ do
nieprawidtowych wynikéw. Bledy w zaprogramowanym algorytmie mogg wynika¢ z niedo-
ktadnego zrozumienia algorytmu, pomini¢cia istotnych zatozert lub blednego odwzorowania
roOwnan matematycznych na jezyk programowania, co powoduje ograniczenia modelu lub brak
zamierzonych rezultatow. Istotng kwestia sa rowniez btedy numeryczne. W przypadku obliczen
wieloetapowych na kazdym etapie moga wystepowac btedy, ktére beda kumulowac si¢ z etapu
na etap. Implementacja algorytmu moze nie zawiera¢ obstugi wyjatkéw, takich jak dzielenie
przez zero lub btedne formaty danych. Pominigcie w obstudze takich wyjatkéw moze prowadzié
do btednych wynikéw lub zatrzymania systemu. Problem integracji stanowi kolejne wyzwanie,
zwlaszcza gdy modele muszg wspotpracowac z roznorodnymi systemami. Przyktadem moze by¢
zapis znakow, takich jak UTF-8 1 ASCII, lub zapis dat, ktére moga powodowac btedy w przesy-
Yaniu danych pomiedzy réznymi Srodowiskami. NieScisto$ci mogg tez wynika¢ z odmiennych
standardéw numeracji indekséw w réznych jezykach programowania. Python i C++ zaczynajg
numerowanie od zera, a R od jedynki, co wymaga szczeg6lnej uwagi podczas implementacji i
korzystania z réznych jezykow programowania rownocze$nie. Problemem duzych modeli jest
ich wydajnos¢; dlatego stosuje si¢ obliczenia rownolegle, ktére umozliwiaja przyspieszenie
obliczen. Jednak obliczenia réwnolegle niosg ze sobg pewne ryzyko, m.in. problemy z syn-
chronizacjg danych oraz kolizje dostepu do wspdlnej pamieci. Dodatkowo, nieréwnomierne
roztozenie zadan miedzy watki a procesy moze obniza¢ efektywno$¢ obliczeri. Tworzac model
stochastyczny, istotnym elementem jest wlaSciwy dobor generatoréow liczb pseudolosowych.
Nieodpowiedni generator moze prowadzi¢ do nieprzewidywalnosci wynikéw i trudnoSci w ich
weryfikacji. W (Culver, Heitmann, & Weil3, 2018) przedstawiono znaczenie wyboru ziarna dla
wyniku w procesach oceny ryzyka.

4.2.3 Ryzyko wynikajace z jakoSci danych

W dzisiejszym Swiecie, w ktéorym decyzje finansowe, operacyjne i strategiczne coraz bar-
dziej opieraja si¢ na danych, ryzyko wynikajace z ich niskiej jakoSci staje si¢ powaznym pro-
blemem dla wielu sektoréw, w tym dla ubezpieczen. Dane o niedostatecznej jakoSci moga
prowadzi¢ do blednych analiz, niewlasciwego modelowania ryzyka, a w konsekwencji do nie-
optymalnych lub wrecz sprzecznych decyzji. Problemy z danymi mogg przybierac rézne formy:
od btedéw wprowadzania, przez braki w kluczowych informacjach, az po dane nieaktualne lub
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nieadekwatne wzgledem celu ich wykorzystania. W kontekscie aktuariatu, gdzie dane stanowia
fundament kalkulacji rezerw techniczno-ubezpieczeniowych i wymogéw kapitatowych, ich ja-
koS¢ odgrywa kluczowg role. Rozporzadzenie delegowane Komisji (UE) 2015/35 (European
Commission, 2015) w ramach Solvency II naktada szczegélne wymogi dotyczace jakosSci da-
nych, zwracajac uwage na:

* Doktadnos¢ danych, ktére powinny by¢ wolne od btedéw 1 odpowiadac rzeczywistoSci.
Przyktadem moze by¢ nieprawidtowe wprowadzenie danych do bazy, np. kwot szkéd czy
btedow w datach zdarzen. Btedy te moga wynikaé réwniez z wykorzystania przestarzatych
tabel Smiertelnosci lub nieuwzgledniania réznic walutowych w kalkulacji odszkodowan,
co prowadzi do istotnych znieksztatcenn wynikéw analizy ryzyka.

* Kompletno$¢ danych, czyli fakt, ze wszystkie istotne informacje powinny by¢ dostepne.
Brak waznych informacji w danych, takich jak szczegétowe informacje o przyczynach
szkdd, charakterystyka polis czy informacje o reasekuracji, ogranicza mozliwosSci prze-
prowadzenia doktadnej analizy ryzyka. Braki w danych podczas procesu raportowania
utrudniajg walidacje 1 poréwnywanie informacji. Na przyktad, brak szczeg6téw dotycza-
cych rodzaju aktywéw w portfelu inwestycyjnym moze prowadzi¢ do niewlasciwej oceny
ryzyka zwigzanego z koncentracja portfela.

* Adekwatno$¢ danych, ktére musza by¢ odpowiednie do celu, w jakim sg wykorzystywane.
Na przyktad dane historyczne z rynkéw zagranicznych, ktére nie uwzgledniajg specyfiki
lokalnych przepiséw lub réznic demograficznych, moga by¢ nieadekwatne do analizy ry-
zyka na konkretnym rynku. Brak reprezentatywnosci wykorzystywanych danych, szcze-
g6lnie w przypadku szkod katastroficznych, moze prowadzi¢ do btedéow w modelach
aktuarialnych i skutkowaé niedoszacowaniem wymogéw kapitatowych. EIOPA (2022)
zwraca uwage na konieczno$¢ wykorzystania unikalnych identyfikatoréw, takich jak LEI,
aby zapewniC precyzyjne polaczenie danych z réznych Zrédet i umozliwi¢ doktadne ana-
lizy powiazan oraz koncentracji ryzyk. Przyktadem adekwatnego uzycia danych moze
by¢ analiza szk6d spowodowanych przez huragany, ktéra wymaga danych historycznych
uwzgledniajacych zmienno$¢ klimatyczng w okre§lonym regionie.

Zaniedbanie tych kryteriéw moze prowadzi¢ do powaznych konsekwencji, w tym niedosza-
cowania rezerw, bfednej oceny ryzyk i naruszenia regulacyjnych wymogéw wyplacalnosci.

4.2.4 Ryzyko nadmiernego dopasowania

Nadmierne dopasowanie pojawia si¢, gdy model matematyczny uczy si¢ zbyt szczego-
fowo danych treningowych. Zamiast uogélnia¢ wzorce, model ,,zapami¢tuje” szumy i1 anomalie
obecne w danych, co prowadzi do biednych predykcji na danych rzeczywistych. Problem ten
jest szczegdlnie istotny w uczeniu maszynowym oraz aktuariacie, w ktérych modele sg uzy-
wane do prognozowania ryzyka finansowego, strat ubezpieczeniowych i rezerw techniczno-
ubezpieczeniowych. Nawet niewielkie bfedy moga mie¢ powazne konsekwencje, zaréwno fi-
nansowe, jak 1 operacyjne.

W uczeniu maszynowym nadmierne dopasowanie wystepuje najczesciej, gdy modele sa
bardzo ztozone, m.in. w przypadku glebokich sieci neuronowych czy bardzo glebokich drzew
decyzyjnych, ktére maja tendencj¢ do zapamietywania szczegétéw danych zamiast uczenia si¢
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ogoblnych wzorcow. Problemem jest takze zbyt dtugi czas treningu. Dla przyktadu, zbyt wiele
epok powoduje, ze model dostosowuje si¢ do najdrobniejszych szczegétéw danych treningo-
wych. Dodatkowo, ograniczony zbiér danych sprawia, ze model nie ma wystarczajacej liczby
przyktadéw, aby nauczy¢ si¢ wszystkich istotnych zaleznosci.

W modelach aktuarialnych nadmierne dopasowanie modeli do danych stanowi istotne ry-
zyko, poniewaz modele sa wykorzystywane do prognozowania kluczowych wskaznikow, takich
jak prawdopodobienistwo wystapienia szkdd, rezerwy techniczne czy ryzyko rezygnacji klien-
tow. Przyczyng jest ztozono$¢ modelu, ktéra przewyzsza rzeczywiste potrzeby. Dla przyktadu,
firma ubezpieczeniowa buduje model przewidujacy prawdopodobienistwo wystapienia szkéd w
ubezpieczeniach komunikacyjnych, korzystajac z sieci neuronowej z wieloma warstwami. Ten
sam problem moze by¢ opisany za pomoca regresji logistycznej. Ztozony model zapamictuje
szczegOty w danych treningowych, zamiast uczy¢ si¢ ogdlnych zaleznoSci. W efekcie model
doskonale dopasowuje si¢ do danych historycznych, lecz posiada staba zdolno$¢ prognozowania
przysztych szkéd. W konsekwencji model dokonuje nierealistycznych predykcji.

Innym powodem nadmiernego dopasowania jest niereprezentatywnos$¢ danych historycz-
nych. Model prognozujacy straty w ubezpieczeniach rolniczych moze opiera¢ si¢ na danych z
ostatnich trzech lat, ktére obejmuja wyjatkowo suche lata. W efekcie model przewiduje wyso-
kie ryzyko strat zwigzanych z suszg, ignorujagc wystepowanie mokrych sezonéw w przysztosci.
Takie podejscie prowadzi do zawyzonych sktadek ubezpieczeniowych, co moze zniechecaé
rolnikéw do wykupywania polis i obniza¢ konkurencyjno$¢ firmy. Z kolei, przeszacowanie
rezerw technicznych zamraza kapitat, ktéry mogltby zosta¢ wykorzystany w innych obszarach
dziatalnosci firmy.

Przyktadem nadmiernego dopasowania jest takze uwzglednianie zbyt szczegétowych zmien-
nych w modelach. Model wyceny sktadki w ubezpieczeniach komunikacyjnych moze przypisac
wysokie ryzyko kierowcom w wieku 35 lat, mieszkajacym w matej miejscowosci, na podsta-
wie jednego przypadku powaznego wypadku. Tego typu szczegélowe zmienne, ktore nie sa
reprezentatywne, prowadza do zawyzania sktadek i zniechecania klientéw. Podobnie, modele
opisujace ryzyko w ubezpieczeniach rolniczych mogg uwzglednia¢ zmienne, takie jak liczba
hektaréw ziemi uprawnej sgsiadow czy odlegtos¢ od najblizszego miasta, ktére nie majq rze-
czywistego wplywu na szkody. Model przypisuje takim zmiennym zbyt duza wage, co skutkuje
nierealistycznymi prognozami.

Cho¢ w praktyce wykorzystywane modele w aktuariacie, takie jak uogélnione modele li-
niowe (ang. Generalized Linear Models - GLM ), Chain Ladder czy kopula, sa mniej podatne
na nadmierne dopasowanie niz zaawansowane algorytmy uczenia maszynowego, mogg row-
niez ulega¢ temu problemowi. W przypadku GLM nadmierne dopasowanie moze wynikac z
uwzglednienia zbyt wielu zmiennych niezaleznych. Na przyktad uwzglednienie szczegétowych
zmiennych demograficznych, takich jak zawdd w podziale na wiele kategorii, moze prowadzic¢
do dopasowywania do niereprezentatywnych danych, co skutkuje btedng wycena ryzyka w
matych grupach.

W metodzie Chain Ladder przeuczenie moze wynika¢ z dopasowania modelu do zdarzen,
ktére wystapily pojedynczo w danych historycznych, takich jak jednorazowy wzrost liczby
szkoéd spowodowany zmiang regulacji. W takich przypadkach model traktuje te anomalie jako
trwate trendy, co prowadzi do przeszacowania rezerw technicznych. Problemem jest rowniez
zatozenie liniowoSci wzorcow, ktdre ignoruje zmienno$¢ wynikajaca z cykli gospodarczych lub
zmian w polityce likwidacji szkéd. W rezultacie model moze generowac zbyt konserwatywne
prognozy, ktére blokuja kapitat firmy. Problem nadmiernego dopasowania nie moze by¢ jednak
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catkowicie wyeliminowany, ale mozna go ograniczy¢ poprzez stosowanie regularyzacji, odpo-
wiednig optymalizacje hiperparametrow oraz weryfikacje wynikéw modeli na danych testowych
i rzeczywistych.

4.3 Zrédia ryzyka modelu

Skuteczne zarzadzanie ryzykiem modelu wymaga nie tylko samej kontroli wynikéw, ale
przede wszystkim rozpoznania i analizy gtéwnych Zrédel, ktére moga prowadzi¢ do btedéw
czy niescistosci. Ryzyko to moze mie¢ rézne podtoze i oddziatywac na odmienne etapy pracy z
modelem, od jego konstrukcji, przez praktyczne funkcjonowanie 1 interpretacje rezultatow, az
po etap wdrozenia.

W niniejszym rozdziale oméwiono trzy zasadnicze obszary, z ktérych moga wynikaé za-
grozenia dla poprawnos$ci modeli: czynnik ludzki, technologiczny oraz Srodowiskowy.

4.3.1 Czynnik ludzki

Czynnik ludzki nalezy do podstawowych Zrédet ryzyka modelu. Popelnienie btedu moze
wystapi¢ na kazdym etapie, od projektowania, przez implementacje 1 walidacje, az po inter-
pretacje wynikow. Najmniejsza pomytka na kazdym z etapdw moze istotnie obnizy¢ jako$¢
wynikéw 1 skuteczno$¢ zastosowanego modelu. Niewystarczajaca wiedza oséb odpowiedzial-
nych za budowe modeli zwigksza ryzyko koncepcyjne i implementacyjne, poniewaz przyjete
zalozenia mogg by¢ bledne, a zastosowane modele niewtasciwe. Waznym obszarem jest takze
jakos$¢ danych. Pominigcie brakow danych, btedy w procesie czyszczenia oraz niewtasciwe przy-
gotowanie zbioru danych moga sprzyja¢ nadmiernemu dopasowaniu, czyli sytuacji, w ktorej
model dobrze odtwarza dane historyczne, natomiast ma problem z prognozowaniem przyszto-
Sci. Ryzyko moze pojawi€ si¢ rowniez w trakcie testow walidacyjnych. Jesli scenariusze testowe
nie uwzgledniajg zdarzen skrajnych, model pozostaje niewystarczajgco odporny na potencjalne
wstrzasy w rzeczywistosci. Brak kompleksowej weryfikacji zalozen w ekstremalnych warun-
kach wzmacnia ryzyko koncepcyjne. Dodatkowym zagrozeniem sg btedy interpretacyjne. Brak
intuicji w odczycie wynikéw przez analitykéw moze skutkowa¢ zmianami w modelu, ktére
zamiast poprawy obnizajg jego efektywno$¢ w dtuzszym horyzoncie.

4.3.2 Czynnik technologiczny

Wiele algorytméw powstaje w oparciu o zatozenie, ze dane sg spdjne i kompletne. W
praktyce bywa jednak inaczej; zbiory mogg by¢ niejednorodne, zawiera¢ biedy lub by¢ puste.
W takich sytuacjach wyniki analiz tatwo staja si¢ niereprezentatywne. Jesli przyjmie si¢ btedne
zatozenia dotyczace danych, pojawia si¢ ryzyko koncepcyjne, poniewaz model wowczas nie
odzwierciedla rzeczywistych zalezno$ci. Kolejnym problemem jest skalowalnosé. Gdy baza
danych ros$nie, a obliczenia stajg si¢ coraz bardziej ztozone, nie kazdy algorytm potrafi sobie
z tym poradzi¢. Dotyczy to zwlaszcza metod opartych na sztucznej inteligencji i gtebokim
uczeniu, ktére wykorzystuja ogromne iloSci pamigci oraz mocy obliczeniowej. Jezeli model nie
jest przygotowany do pracy na duzych zbiorach danych, wykorzystuje catg pamieé 1 przerywa
dziatanie. Takie sytuacje Swiadczg o ryzyku implementacyjnym, poniewaz algorytm, zamiast
wspieraé proces analizy, staje si¢ jego przeszkodg.
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4.3.3 Czynniki Srodowiskowe

Kryzysy gospodarcze w oczywisty sposéb wplywaja na stabilno$¢ finansowg zaktadow
ubezpieczen. Dobrym przyktadem jest globalny kryzys z lat 2007-2008, ktéry doprowadzit
do gwaltownego spadku wartosci aktywow w portfelach inwestycyjnych wielu firm. W efek-
cie ubezpieczyciele musieli zaostrzy¢ polityke inwestycyjna i prowadzi¢ dziatalnos$¢ z wieksza
ostroznoS$cig. Silny spadek wartosci akcji oraz nieruchomosci ostabit zdolnos$¢ niektérych in-
stytucji do pokrywania przyszltych zobowigzan wobec klientéw. Na dziatalno$¢ ubezpieczycieli
wplywaja takze zmiany inflacji i stép procentowych. Wyzsza inflacja podnosi koszty wyptat, co
jest szczegdlnie mocno odczuwalne w ubezpieczeniach majatkowych. Z kolei, stopy procentowe
decyduja o rentownosci portfeli inwestycyjnych.

Zmiany regulacyjne, takie jak wprowadzona dyrektywa Solvency II w Unii Europejskiej,
maja kluczowe znaczenie dla dziatalnoSci firm ubezpieczeniowych. Dyrektywa wymusza na
firmach ubezpieczeniowych wigksze zabezpieczenie kapitalowe, tak aby zaktady byty w stanie
pokryé swoje zobowigzania. Dodatkowo, zmiany w przepisach dotyczacych ochrony danych
osobowych, takich jak RODO, wymuszaja na firmach ubezpieczeniowych koniecznos$¢ do-
stosowania procedur oraz wprowadzenia nowych rozwigzan technologicznych, co wigze si¢ z
dodatkowymi kosztami.

Waznym czynnikiem ksztaltujacym dziatalno$¢ ubezpieczycieli sg takze preferencje i po-
trzeby klientow. W ostatnich latach coraz wigkszym zainteresowaniem cieszg si¢ ubezpieczenia
zdrowotne, co zmusza firmy do dostosowywania oferty do nowych oczekiwar. Na sytuacje
zaktadow wplywa réwniez rosnaca konkurencja rynkowa. Obnizanie cen czy wprowadzanie in-
nowacyjnych produktéw przez konkurentéw bezposSrednio oddzialuje na rentownoS¢ i wymaga
szybkiej reakcji ze strony innych podmiotéw.

Zmiany klimatyczne coraz silniej oddziatuja na dziatalno$¢ ubezpieczycieli. Coraz czgst-
sze 1 gwaltowniejsze zjawiska pogodowe, takie jak powodzie, huragany czy pozary, prowadza
do znaczacego wzrostu liczby roszczen. Dobrym przykiadem jest huragan Katrina z 2005 r.,
ktory spowodowal ogromne straty w Stanach Zjednoczonych i zmusit firmy ubezpieczeniowe do
wyplaty rekordowych odszkodowari. Podobne doswiadczenia miata rowniez Polska. Pow6dz z
1997 r., okreSlana mianem ,,powodzi tysiaclecia”, wywotata olbrzymie szkody materialne oraz
tysiace zgloszen od poszkodowanych, a kolejne powodzie w 2010 r. ponownie wystawily sektor
ubezpieczeniowy na ci¢zka probe. Takie wydarzenia pokazuja, ze zmiany klimatyczne wymu-
szaja modyfikacje modeli ryzyka oraz dostosowanie sktadek do rosnacego prawdopodobienistwa
wystgpienia katastrof naturalnych.

4.4 Ocena ryzyka modelu

Aby ocenic¢ ryzyko modelu, stosuje si¢ dwa podejScia: iloSciowe (m.in. testowanie wsteczne,
testy warunkoéw skrajnych, analiza wrazliwoSci i stabilno$ci wynikéw) oraz jakoSciowe (ocena
poprawnosci koncepcyjnej, adekwatnosci zatozen, jakosci danych, dokumentacji i nadzoru nad
cyklem zycia modelu). W praktyce ryzyko modelu jest takze kwalifikowane jako szczegdlna
kategoria ryzyka operacyjnego. W ocenie ryzyka modelu kluczowe znaczenie majg dwie formy
weryfikacji: testowanie wsteczne oraz testy warunkow skrajnych. Idea testowania wstecznego
jest sprawdzenie, czy model moze by¢ zastosowany w praktyce. Ocena jest przeprowadzana
na podstawie danych historycznych. Dla przyktadu, jesli firma ubezpieczeniowa przygotowuje
model prognozujacy straty w 2024 r., to model ten ocenia si¢ na podstawie danych z 2022
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r., pordwnujac je ze stratami, ktore wystapily w 2023 r. Taka weryfikacja potwierdza przy-
datno$¢ modelu do szacowania przysztych strat. Testy warunkéw skrajnych oceniaja wplyw
rzadkich, lecz potencjalnie bardzo dotkliwych zdarzen. Cho¢ prawdopodobieristwo ich wy-
stapienia jest niewielkie, konsekwencje moga istotnie oddzialywac na funkcjonowanie firmy.
Testy te odpowiadaja zatem na pytanie: ,,Jak duza moze byC strata?”, a nie ,,Jak bardzo jest
ona prawdopodobna?”. Ponizej przedstawiono podstawowe metody stosowane w ramach testow
warunkow skrajnych:

* analiza scenariuszowa obejmuje wiele czynnikOw ryzyka oraz bada wptyw zdarzen ka-
tastroficznych na ryzyko przedsiebiorstw. Bazuje na analizie scenariuszy historycznych,
zawierajgcych informacje o rynkach finansowych w przesztosci, oraz na scenariuszach
hipotetycznych dotyczacych wydarzen, ktére moga wystapic;

* metoda wartoSci ekstremalnych stuzy do modelowania rzadko wystepujacych zdarzen,
ktére powodujg ekstremalne straty. Estymuje straty w ogonach, a testy mogg by¢ oparte
na analizie sko$nos$ci i grubos$ci oraz na analizie innych cech ogonéw rozktadow;

* metoda maksymalnej straty okreSla, dla jakich kombinacji zmian czynnikéw ryzyka
otrzymujemy najwicksze straty;

* analiza wrazliwoSci czgsto powigzana jest z analizg niepewnosci, ktéra dotyczy analizy
danych wejsciowych modelu. Niepewno$¢ modelu moze wynika¢ z wielu Zrédel, ta-
kich jak btedy danych wejSciowych lub btedy oszacowania parametréw modelu. Analiza
wrazliwosci jest narzedziem, ktére bada, jak r6zne niepewnoSci modelu wplywaja na jego
wyniki. Analiza wrazliwos$ci moze przybiera¢ rézne formy:

— analiza pojedynczej wrazliwosci polega na zmianie jednego parametru w modelu,
za kazdym razem innego;

— wielokrotna analiza wrazliwo$ci przeprowadzana jest w celu oceny jednoczesnych
zmian dwoch lub wiecej parametréw modelu;

— analiza progowa moze pom6c w okreSleniu progéw dla pewnych zmiennych, ktére
wywotuja wyniki bedace przedmiotem zainteresowania;

— analiza wrazliwoSci probabilistycznej polega na jednoczesnym pseudolosowym wy-
borze wielu parametréw analizy modelu. W analizie powinny zosta¢ uwzglednione
wszystkie parametry, ktére sg obarczone btedem oszacowania.

Celem analizy wrazliwosci jest okreSlenie zakresu wartoSci, dla ktorych badany model jest
poprawny, oraz zwiekszenie niezawodnoSci modelu w przypadku zmieniajacych si¢ danych
wejSciowych. Analizy wrazliwoSci mogg ocenia¢ zmiany nie tylko w parametrach modelu, ale
takze w specyfikacji modelu. Prawidlowo zaprojektowana analiza wrazliwoSci jest narzgdziem
wykorzystywanym w modelowaniu, poniewaz dostarcza informacji na temat poprawnosci oraz
stabilnoSci prognoz modelu. Dostarcza informacji na temat istotno$ci parametréw w modelu
oraz moze przyczyni€ si¢ do specyfikacji modelu poprzez ocen¢ indywidualnego wktadu dane;j
zmiennej oraz potrzeby uwzglednienia jej w modelu lub nie.
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4.4.1 Zarzadzanie modelem i ocena jakoSciowa ryzyka

Zagadnienia zwigzane z oceng jakoSciowg ryzyka modelu sg szeroko dyskutowane w lite-
raturze, zarOwno w kontekscie ubezpieczen, jak i szerszego zarzadzania ryzykiem finansowym
(Kozmenko, Bieliaieva, & Ivashyna, 2015; Idris, 2024; Bernard, 2023; Varadarajan & Others,
2024). Ocena jakoSciowa ryzyka to narzedzie, ktére pomaga firmom lepiej zrozumie¢ dziatanie
modelu oraz sprawniej radzi¢ sobie z r6znymi rodzajami zagrozen. Obok analiz opartych wy-
Yacznie na danych liczbowych uwzglednia si¢ takze sposéb, w jaki model zostal zbudowany, jak
réwniez to, jak jest wykorzystywany. Pozwala to uchwyci¢ czynniki, ktére moga decydowac o
skutecznoSci modelu w praktyce. Oceng jakoSciowa wykorzystuje si¢ do:

» zapewnienia zgodno$ci modeli z sytuacjg rzeczywistg - ocena jakoSciowa pozwala upew-
ni¢ si¢, ze modele matematyczne i statystyczne odzwierciedlajg rzeczywiste warunki
rynkowe oraz sg w stanie przewidzie¢ potencjalne zagrozenia;

* monitorowania i zarzadzania ryzykiem - ocena ta umozliwia ciggle monitorowanie ryzyk,
identyfikowanie nowych zagrozefi oraz aktualizacje strategii zarzadzania ryzykiem;

* spelnienia wymogdéw regulacyjnych - Solvency Il wymaga, aby modele byly regularnie
przegladane i walidowane. Ocena jakosSciowa jest kluczowym elementem spetniania tych
wymogow.

W ramach oceny jakoSciowej analizuje si¢, czy dane wejSciowe do modelu sa poprawne, spraw-
dza si¢, czy metodologia modelowania jest prawidfowa, oraz czy oczekiwane wyniki sg ade-
kwatne do rzeczywistego ryzyka. Modele ryzyka oparte sg czesto na zatozeniach o rozktadach
statystycznych zmiennych losowych. Dla przyktadu, w ryzyku kredytowym zaktada sie, ze
straty majg rozklad normalny. Wéwczas ocena jakoSciowa uwzglednia weryfikacje, czy to za-
tozenie jest spetnione w §wiecie rzeczywistym, jak rowniez mozliwe konsekwencje odstepstw
od niego. W (American Academy of Actuaries, 2019a) zaleca si¢ w praktyce zarzadzania ry-
zykiem modelu sprawdzenie tych zalozen w kontekScie aktualnej sytuacji gospodarczej oraz
zmian na rynku kredytowym. W sytuacji, w ktdrej zatozenia nie sa spetnione, konieczna jest
zmiana modelu. Dalej wazna kwestia sa dane wejSciowe, poniewaz na ich podstawie budu-
jemy model. Dane muszg by¢ kompletne, doktadne i1 wolne od bledéw. Ocena jakoSci danych
obejmuje sprawdzenie ich kompletnosSci, doktadnosci oraz aktualno$ci. Przyktadem z raportu
EIOPA jest analiza danych dotyczacych liczby 1 wieku ubezpieczonych, ktore sa uzywane do
modelowania ryzyka SmiertelnoSci. Nalezy oceni, czy dane, ktére wykorzystujemy, sg regular-
nie aktualizowane i czy sg reprezentatywne, tzn. czy opisuja wszystkie przypadki os6b objetych
ubezpieczeniem. Kolejng kwestig jest to, iz modele muszg by¢ zgodne z wymogami regula-
cyjnymi, takimi jak Solvency II. Ocena ta obejmuje sprawdzenie modelu pod katem wymagan
dotyczacych przejrzystosci, sprawozdawczosci oraz adekwatnosci kapitatlowej. Na przyktad, we-
ryfikacja, czy model uwzglednia wszystkie wymagane scenariusze ryzyka. Przyktadem moze
by¢ analiza tego, czy model wlasciwie uwzglednia ryzyko inflacji w swoich prognozach ka-
pitatowych. Ocena wykorzystania modelu koncentruje si¢ na analizie os6b odpowiedzialnych
za model oraz na weryfikacji ich kwalifikacji. Przyktadem moze by¢ ocena decyzji dotycza-
cych rezerw technicznych pod katem interpretacji wynikéw modelu, jak réwniez poprawnosci
udokumentowania wynikéw. American Academy of Actuaries (2019b) sugeruje, aby regular-
nie przeprowadzac szkolenia dla os6b odpowiedzialnych za model oraz wykonywac audyty
wewnetrzne, ktére zapewnia, ze model jest uzywany zgodnie z jego przeznaczeniem. Firmy
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ubezpieczeniowe maja obowiagzek formalnie zarzadzac ryzykiem modelu poprzez ustanowienie
polityk i procedur, ktére sa dostosowane do dziatalnoSci firmy. Poprzez wdrozenie polityki,
ktéra okresla role 1 obowigzki zwigzane z zarzadzaniem modelami, firma moze skuteczniej
identyfikowa¢, ocenia¢, monitorowac i raportowa¢ ryzyko modeli. Polityka ta powinna by¢
regularnie sprawdzana przez zarzad w celu zapewnienia jej aktualnoSci oraz dostosowania
do biezacych wymagan rynkowych 1 regulacyjnych. Inng kwestia jest proces inwentaryzacji
modeli, polegajacy na zestawieniu wszystkich modeli uzywanych w organizacji, ich wersji,
wilasScicieli, celéw i ograniczen. Regularne aktualizowanie inwentaryzacji modeli jest kluczowe
dla skutecznego zarzadzania ryzykiem modeli. Podczas przegladu inwentaryzacji firma moze
zauwazy¢ brak aktualizacji modeli od wielu lat. Zatem inwentaryzacja wskaze, ktére modele
wymagajg przegladu lub aktualizacji. Zapewni to ich aktualno$¢ 1 doktadnosé. Dokumentacja
modeli jest niezbedna, aby umozliwi¢ odtworzenie modelu, a takze podczas wizyt kontrolnych
wytlumaczenie dziatania modelu. Dokumentacja powinna zawiera¢ wszystkie informacje na te-
mat modeli, poczynajac od zatozefi modelu, przez opis i charakterystyke danych wejSciowych,
opis teoretyczny modeli, az po interpretacj¢ wynikow oraz ograniczenia modelu. Regularne
przeglady 1 aktualizacje dokumentacji sa kluczowe dla utrzymania doktadnosci 1 aktualnosci
modeli. Zarzadzanie ryzykiem modeli i ich jako§¢ w firmach ubezpieczeniowych sa kluczo-
wymi elementami zapewniajgcymi stabilno$¢ finansowa oraz zgodnos$¢ z regulacjami Solvency
II. Bardzo wazng kwestig jest stworzenie solidnej dokumentacji modelu prognozowania rezerw
technicznych, ktéra moze by¢ aktualizowana po wprowadzeniu nowych danych. Niezb¢dnym
elementem kontroli procesu modelowania jest zarzadzanie integralnoScia danych wejsciowych,
obliczenl 1 wynikéw. Przez co minimalizuje si¢ ryzyko btedow. Wdrozenie skutecznych procedur
kontroli zmian w modelach zapewnia, ze kazda modyfikacja jest odpowiednio udokumentowana
1 zatwierdzona.

Nieodlagcznym elementem jest walidacja, bedaca niezaleznym przegladem i testowaniem
modelu. Podczas walidacji sprawdza si¢ scenariusze 1 zalozenia, jak rowniez ocenia zgodnosS¢
z wymogami regulacyjnymi. Systematyczny przeglad modeli wraz z ich walidacja pozwala
zapewni€ ich wiarygodnos$¢ i adekwatnoS¢ w zmieniajacych si¢ warunkach rynku. Na przyktad,
podczas walidacji modelu kapitalowego mozna zidentyfikowac zatozenie dotyczace inflacji jako
potencjalne Zrédto ryzyka. Jesli pojawia si¢ niezgodnoSci, bedzie mozna przetestowaé model
na scenariuszach uwzgledniajacych rézne poziomy inflacji.

Jesli model wewnetrzny Solvency II zostanie wdrozony, moze by¢ uruchamiany co miesigc
na nowych danych. Przez to zaklad caly czas bedzie kontrolowal poprawnos¢ modelu, jak
réwniez bedzie miat wiedze na temat aktualnosci danych. Dzigki temu tatwiej wychwycic biedy.
W praktyce pozwala to na szybkie reagowanie i dopasowywanie modelu do aktualnej sytuacji
rynkowej. Analiza réznicy miedzy przewidywanymi a rzeczywistymi wynikami finansowymi
pokazuje, czy model dobrze spetnia swoje zadanie, czy moze wymaga zmian.

Podsumowujac, zarzadzanie oraz ocena jakoSci ryzyka modelu sa fundamentem stabilnosci
finansowej zakladéw ubezpieczen. Aby skutecznie zarzadza¢ ryzykiem modeli 1 zapewnic
zgodno$¢ z regulacjami Solvency II, ubezpieczyciele powinni wdrozy¢ podejScie obejmujgce
dziatania takie jak:

» Stworzenie ram zarzadzania Ryzykiem Modelu - opracowanie kompleksowych ram za-
rzadzania ryzykiem modelu, ktére obejmuja wszystkie aspekty, od identyfikacji 1 oceny
ryzyka, po monitorowanie i raportowanie.

* Wprowadzenie standarddw modelowania - ustanowienie standardéw dotyczacych jakosci
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danych, metodologii modelowania, dokumentacji oraz walidacji modeli.

» Szkolenia i edukacja - zapewnienie odpowiednich szkoleri dla pracownikéw odpowie-
dzialnych za tworzenie, walidacje 1 uzywanie modeli.

* Audyt i przeglady Wewnetrzne - regularne audyty i przeglady wewnetrzne modeli oraz
procesOw zarzadzania ryzykiem modelu pozwalaja na wykrycie 1 korekte potencjalnych
probleméw.

* Wspdlpraca z organami nadzoru - regularna komunikacja i wspétpraca z organami nad-
zoru w celu zapewnienia zgodnoSci z wymaganiami Solvency II oraz uwzglednienia
najnowszych wytycznych 1 najlepszych praktyk w zarzadzaniu ryzykiem modelu.

4.4.2 PodejScie ilosciowe do oceny ryzyka modelu

Ocena jakoSciowa ryzyka modelu jest chetnie stosowana przez praktykéw ze wzgledu na
swoja prostote i tatwoS$¢ wdrozenia; najczesciej opiera si¢ na systemie punktowym, w ktérym
eksperci przyznaja punkty za kryteria takie jak jakos$¢ danych, stopient skomplikowania modelu
oraz liczba przyjetych zatozen. Nastepnie, suma punktéw pozwala przypisa¢ modelowi poziom
ryzyka (niski, Sredni, wysoki). Metoda ta daje szybki obraz sytuacji, ale jak zauwazaja Black,
Bonsall, Godfrey, Khalaf, and Rees (2017), duza rola subiektywnej oceny specjalistow znaczaco
utrudnia pelng powtarzalno$¢ wynikéw. Dodatkowo, sama redukcja ztozonoSci modelu, ktéra
w takim systemie obniza jego ocen¢ ryzyka, wcale nie musi oznaczaé rzeczywistego spadku
ryzyka btednych wynikéw.

Witasnie dlatego w praktyce poszukuje si¢ takze innych sposobéw oceny. Jednym z nich
jest traktowanie ryzyka modeli jako czesci ryzyka operacyjnego. W takim podejSciu btedy
w dziataniu modeli traktuje si¢ jak incydenty operacyjne, ktére mozna opisa¢ pod wzgledem
czestotliwosci 1 skali skutkéw. Na podstawie zebranych danych historycznych da si¢ oszacowaé
potencjalne straty, np. takie, ktére moga wystapi¢ raz na 10 lub 100 lat. Niestety Prudential
Regulation Authority (2023) potwierdza, ze problemem jest to, iz danych o faktycznych stratach
spowodowanych przez modele wciaz jest niewiele. W odpowiedzi na ograniczenia ocen jako-
Sciowych oraz traktowania ryzyka modelu jako ryzyka operacyjnego, rozwijane sg iloSciowe
metody oceny ryzyka modelu, w szczeg6lnosci oparte na analizie niepewnosci i poréwnaniu
modeli alternatywnych. Black et al. (2017) oraz Institute and Faculty of Actuaries (IFoA) w
(Black, Bonsall, Godfrey, Khalaf, & Rees, 2018) wskazuja, ze skutecznym podejsciem do oceny
ryzyka modelowego jest poréwnywanie wynikéw modeli opartych na réznych zatozeniach. Im
wigksze rozbieznosci lub szerszy przedzial wynikéw, tym wyzsze ryzyko modelowe. Podobne
podejscie rozwijane jest w ramach koncepcji nazywanych przedzialami niepewnos$ci. W tym
podejsciu, zamiast jednej wartoSci miary, takiej jak Value at Risk, wyznacza si¢ jej przedziat
dla r6znych akceptowalnych modeli (Bernard, Riischendorf, & Vanduffel, 2017b). Dzi¢ki temu
mozna uchwycié¢ skale potencjalnych odchylen wynikéw i lepiej oceni¢ wiarygodnoS¢ same;j
miary. Inng propozycja jest wykorzystanie entropii wzglednej do okreslenia odlegtosci pomig-
dzy modelem bazowym a modelami alternatywnymi. W ten sposéb Glasserman and Xu (2014)
i Breuer and Csiszdr (2016) wyznaczaja maksymalng warto$¢ miary ryzyka. W literaturze po-
jawiaja si¢ rOwniez prace wskazujace na koniecznos$¢ badania wrazliwoSci modelu na poszcze-
g6lne zatozenia (Jacobs, 2015). Takie podejScie umozliwia zidentyfikowanie tych elementéw
konstrukcji, ktére w najwiekszym stopniu poszerzaja przedzial niepewnosci, a tym samym
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generuja najwicksze ryzyko. Dzigki temu, iloSciowa ocena ryzyka modelu staje si¢ nie tylko
sposobem na wyznaczenie bardziej konserwatywnych miar, ale takze praktycznym narzedziem
wspierajacym proces walidacji i poprawy samych modeli. W (Bernard, Kazzi, & Vanduffel,
2023) zaproponowano szereg narzedzi iloSciowych stuzacych do oceny ryzyka modelu. Jednym
z nich jest miara warunkowego wktadu w redukcje ryzyka modelu (ang. Conditional Model
Risk Contribution Measure). Jej celem jest dekompozycja catkowitego ryzyka modelowanego
zjawiska na czeSci pochodzace z poszczegdlnych grup zatozen. Miara ta opiera si¢ na analizie
szerokoSci przedzialu niepewno$ci danej miary ryzyka (np. VaR). Dla wybranej podgrupy za-
tozen poréwnuje si¢ kraficowe wartosci tej miary w sytuacji, gdy zatozenia te sa uwzglednione,
z wartoSciami odpowiadajacymi przypadkowi ich pominigcia. Otrzymany wskaznik okresla
wzgledne zawezenie przedziatu niepewnoSci, a tym samym udzial rozpatrywanych zatozenn w
catkowitym ryzyku modelowym.
Miara ryzyka o definiowana jest jako odwzorowanie:

o: M-—>R, 4.1)

gdzie M oznacza zbior wszystkich rzeczywistych lub wielowymiarowych zmiennych losowych
okreslonych na ustalonej przestrzeni probabilistycznej (Q, F, P):

M={X:Q — R?| X jest F-mierzalna }. 4.2)

Zbiér M stanowi zatem przestrzen wszystkich dopuszczalnych modeli,na ktérych mozliwe jest
okreSlenie miary ryzyka o. Dalej rozwazany jest zbidr n zalozen {a;}!_,, ktére definiujg dany
model. Dla wybranej podgrupy zatozer analizowany jest ich wptyw na zakres niepewnosSci
wartoSci miary ryzyka. W tym celu wprowadza si¢ zstepujacy ciag zbiorow:

A ={Y € M :Y spetnia zatozenia {a;}i<x }. 4.3)

Zbidr Ay opisuje klase wszystkich modeli zgodnych z przyjetymi zalozeniami do poziomu
k.Przy zalozeniu, ze obowigzujg jedynie elementy Ay, mozna okresli¢ odpowiadajace im gérne
i dolne granice miary ryzyka o. Umozliwia to iloSciowa ocen¢ wptywu kolejnych zalozen {a;}
na przedzial niepewnosci tej Dla danej miary ryzyka o definiujemy:

01— 0

Clp, A, Ay =1 - 5 _;I (4.4)
k
gdzie:
Or = SU X), = inf X),
Ok Xeﬂpkg( ) @ = jnf o(X)
D/ = Su X), = inf X),
01 XeﬂplQ( ) g, = inf o(X)

a Ay, A; oznaczaja zbiory modeli zgodnych odpowiednio z mniejszym i wiekszym zesta-
wem znanych zatozen.

Wartos$¢ C miesci si¢ w przedziale [0, 1] i informuje, jak duzy wplyw ma dana grupa zalozen
na catkowita niepewno$¢ modelu. Im wyzsza warto$S¢ C, tym wigksza istotno$¢ badanych
zatozen. Bardzo czesto nie wszystkie zalozenia mozna jednoznacznie uznaé za poprawne lub
stwierdzié, ze sa falszywe. Zalozenia weryfikuje si¢ na podstawie danych empirycznych, testow
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statystycznych lub opinii ekspertow, przez co nie wszystkie sg istotne w ten sam sposob. Miara,
ktéra uwzglednia ré6zne wagi dla zatozen, jest miara oparta na wiarygodnosci tych zatozen.

Niech z; € [0, 1] oznacza stopiefi wiarygodnoSci przypisany zafozeniu a, przy zalozeniu
ze wezesSniejsze zalozenia {a;};<; sa znane i zaakceptowane. Oznaczmy przez 0; oraz o od-
powiednio gorng i dolng granice ryzyka wyznaczong w zbiorze modeli spetniajacych zalozenia
do j-tego poziomu.

Wowczas gdérna granica (ang. Credibility-based Upper Bound - CUB) i dolna granica (ang.
Credibility-based Lower Bound - CLB) ryzyka, z uwzglednieniem wiarygodnosci zatozen,
wyrazaja si¢ wzorami:

CUB (Q’ {Am}ma {Zj}j) =0k + Z l_l <j (@m - ém—l) (45)

m=r+1 \ j=r+1

CLB (Q, {Am}m’ {Zj}j) = Qk + i ﬁ <j (Qm B gm—l) (4.6)

m=r+1 \ j=r+1

Im wigksza wartosS¢ z;, tym wigksze zaufanie do danego zalozenia, a tym samym wezszy
przedziat niepewnosci. W przypadku gdy z; = 1 dla wszystkich j, otrzymujemy klasyczny
scenariusz pelnego zaufania do zatozen. Natomiast, gdy z; = O dane zatozenie nie wptywa
na ograniczenie przedzialu, model pozostaje bardziej konserwatywny. Z praktycznego punktu
widzenia takie podejsScie pozwala na bardziej elastyczne i realistyczne modelowanie ryzyka mo-
delu. Umozliwia uwzglednienie wiedzy statystycznej lub eksperckiej w ocenie ryzyka modelu.

Kolejnym podejsciem do iloSciowej oceny ryzyka modelu s3 miary poréwnujace wartoS¢
miary ryzyka wyznaczonej na podstawie danego modelu z wartoScig referencyjna, obliczong
dla modelu bazowego lub obserwacji empirycznych. Wyrézniamy tutaj dwie kategorie:

Bezwzgledna Miara Ryzyka Modelowego (ang. Absolute Measure — AM) mierzy, o ile ry-
zyko oszacowane przez model odbiega od wartosSci referencyjnej w skali procentowej. Wyraza
si¢ wzorem:
or —o(Y")

o(Y”)
gdzie o to gérna granica miary ryzyka zgodnie z zestawem zalozen Ay, za$ o(Y™) oznacza
warto$¢ tej miary wyliczong dla referencyjnego modelu Y. Miara ta interpretuje ryzyko modelu
jako wzgledny btad oszacowania. Dodatnia warto$¢ oznacza przeszacowanie ryzyka, a ujemna
- jego niedoszacowanie.

Wzgledna Miara Ryzyka Modelowego (ang. Relative Measure — RM) poréwnuje rozstep po-
miedzy ryzykiem oszacowanym przez model a wartoScig referencyjng wzgledem catkowitego
rozstepu niepewnosci wyznaczonego przez granice modelu. Jej postac to:

RM(o, 4y, ¥*) = =207 (4.8)
Ok — @,

AM(p, Ay, Y") = 4.7)

Miara RM przyjmuje warto$ci w przedziale [0, 1] i informuje, jak blisko (procentowo) znajduje
si¢ warto$¢ referencyjna wzgledem ,,najgorszego przypadku” przewidzianego przez model.
Im wyzsza warto§¢ RM, tym bardziej ryzyko referencyjne odbiega od modelu, jednoczesnie
wskazujac na potencjalnie wysokie ryzyko modelu.
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Zaréwno AM, jak 1 RM umozliwiajg ocene ryzyka modelu z punktu widzenia odchylen
wzgledem wartoSci odniesienia, przy czym RM dodatkowo uwzglednia petny zakres niepew-
nosci w ocenie.

Na podstawie CLB i CUB definiuje si¢ dwie nowe miary: miar¢ absolutng opartg na wia-
rygodnosci (ang. Credibility-based Absolute Measure - CAM) oraz miar¢ wzgledng oparta na
wiarygodnoSci (ang. Credibility-based Relative Measure - CRM). Ich celem jest rozszerzenie
klasycznych miar AM i1 RM o element wiarygodnoS$ci przypisanej poszczeg6lnym zatozeniom
modelu. Dzigki temu, pozwalajg uzyskac bardziej informacyjng i praktyczng ocen¢ ryzyka mo-
delowego, zwlaszcza w sytuacjach, gdy klasyczne granice niepewnosci sg zbyt szerokie i mato
uzyteczne w interpretacji.

CAM mierzy relatywna réznice migdzy wartoScig miary ryzyka oszacowang przez model a
g6rng granicg przedzialu CUB:

CAM(0.CUB, CLB, x*) = CYB= X)) (4.9)
o(X¥)
Miara ta pokazuje, o ile wyzsze moze by¢ ryzyko w scenariuszu najbardziej niekorzystnym
(przy danych wiarygodnoSciach zatozefl) w stosunku do wartoSci wynikajacej z modelu.

CRM natomiast ocenia potozenie wartoSci modelowej wzgledem catego przedziatu niepew-
nosci:

CUB - o(X")
CUB-CLB

Wartosci bliskie O wskazuja, ze wynik modelu znajduje si¢ blisko gérnej granicy, a ryzyko
niedoszacowania jest niewielkie; natomiast wartoSci wysokie oznaczaja, ze wynik lezy blizej
dolnej granicy, co sugeruje wicksza podatno$¢ modelu na ryzyko btednych zatozen. W praktyce
CAM i CRM umozliwiajg bardziej elastyczng i realistyczng oceng ryzyka modelowego niz kla-
syczne miary AM i RM, poniewaz pozwalaja uwzgledni¢ r6zng wiarygodnos$¢ poszczegdlnych
zatozen, opartg na testach statystycznych lub opiniach ekspertow.

W kolejnych przyktadach pokazemy praktyczne zastosowanie tych miar 1 wprowadzimy
nowa miare, ktéra pozwala przeliczy¢ ocen¢ ryzyka modelowego na wymagang rezerwe kapi-
tatowa (ang. Model Risk Capital — MoRC).

CRM(o, CUB, CLB, X*) = (4.10)

Przyklad 1.

W formule standardowej Solvency II SCR dla moduléw ryzyka Life i Health wyznaczany jest
na drodze agregacji, wykorzystujac metode wariancji—-kowariancji, z ustalong dla wszystkich
zaktadéw ubezpieczen Unii Europejskiej wartoScig wspotczynnika korelacji ppife, Heatth = 0.25.
Aby przeanalizowaé ryzyko modelu wynikajace z tego zatozenia, przyjmujemy, ze znane s3
tylko rozktady brzegowe tych modutéw N (0, 392), N (0, 248).

Znajac rozklady brzegowe, rozwazamy sze$¢ alternatywnych opiséw zaleznoSci: pie¢ kopul

Gaussa z korelacjami p € {-1,0,0.25,0.50, 1} oraz kopule 7-Studenta z df = 41 p = 0.25,
ktéra modeluje zalezno$¢ w ogonie rozktadu. Wyniki symulacji przedstawia Tabela 4.1.

Gdy nie znamy w ogole struktury zaleznoSci, dopuszczalny zbiér modeli A prowadzi do
granic Q.= 370.92 (ujemna korelacja) i ox = 1648.53 (komonotoniczno$¢), a pelny przedziat
niepewnoSci wynosi Ay = 1277.61. Jesli mamy informacje o tym, ze korelacje sa w przedziale
p € [0,0.5] (zbiér A;), wéwczas przedzial zaweza si¢ do Q= 1194.83 1 9; = 1439.67, czyli
A; =244.84.
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Scenariusz Kopula o VaRy 995

Ujemna korelacja Gauss -1 370.92
Brak korelacji Gauss 0 1194.83
Formula Standardowa Gauss 0.25 1322.92
Silniejsza korelacja Gauss 0.50 1439.67
Komonotoniczna Gauss 1 1648.53
t-Student copula t-Student (df =4) 0.25 1406.87

Tabela 4.1: VaR dla réznych struktur zaleznosci w kontekscie ryzyka modelu.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Na tej podstawie obliczamy warto$ci miar ryzyka modelu wprowadzone powyzej. Warun-
kowa miara kontrybucji (C przyjmuje warto$¢

01— 0 244.84
—C(0, A A)=1~- =L —1- ~ 0.81,
€ =Clo: A A1) i-e, 1277.61

co oznacza, ze ograniczenie korelacji do przedziatu [0, 0.5] redukuje niepewno$¢ wynikajaca

z zaleznoS$ci o blisko 19 %. Bezwzgledna miara AM, odniesiona do wartoSci referencyjnej

o =0.25, wynosi

AM = 2 o(Y™) _ 1648.53 — 1322.92
o(Y*) 1322.92

czyli najgorszy przypadek VaR jest 0 25% wyzszy niz wynik formuty standardowej. Wzgledna
miara RM przyjmuje identyczng warto$¢ 0.25, co umieszcza scenariusz referencyjny w pierw-
szej ¢wiartce najgorszego przypadku. Przy poziomie wiarygodnosci z = 0.7 przedziaty CUB/CLB
daja odpowiednio

~ (.25,

CLB = 947.66, CUB = 1502.32,

a zatem praktyczny przedzial [947.66, 1502.32] jest 0 26% wezszy od petnego [370.92, 1648.53].
Na podstawie granic CLB i CUB mozna takze obliczy¢ miary CAM oraz CRM. Dla wartoSci
o(Y™) = 1322.92 (formula standardowa) otrzymujemy:

capg o CUB - o(r) _ 1502.32 - 1322.92
o(Y*) 1322.92

~ 0.14,
co oznacza, ze w scenariuszu najbardziej niekorzystnym ryzyko moze by¢ o okoto 14% wyzsze
niz warto$¢ wskazana przez formute standardowa. Z kolei

CUB - o(Y*) 150232 - 1322.92
CUB-CLB _ 1502.32 — 947.66

CRM =

~ 0.32,

czyli warto$¢ lezy w okoto jednej trzeciej odlegtosci od gérnej granicy praktycznego przedziatu.
Wskazuje to, ze mimo redukcji niepewnosci poprzez uwzglednienie wiarygodnosci zalozefi na-
dal istnieje zauwazalne ryzyko niedoszacowania, ale jest ono mniejsze niz sugerowatyby miary
AM i RM. Ustalona w dyrektywie korelacja 0.25 daje SCR (1323) stosunkowo blisko Srodka
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czesciowego przedziatu [ 1195, 1440], ale jednocze$nie jedynie 25% odlegtosci od najgorszego
scenariusza, co w Swietle miary RM wskazuje na umiarkowanie wysokie ryzyko modelu. Juz
og6lne stwierdzenie, ze korelacja nie przekracza 0.5, zmniejsza niepewno$¢ zaleznosci o jedng
piata. Ponadto, kopula ¢-Studenta przy tej samej korelacji wykazuje wigkszy o okoto 6% VaR
niz kopula normalna, co moze wskazywac na to, iz kopula normalna nie oddaje zaleznoSci w
ogonie. Przyktad ten pokazuje, jak miary C, CUB, CLB, AM 1 RM stanowia spdjne narzedzia
iloSciowej oceny ryzyka modelu, wynikajacego z niepewnosci struktury zalezno$ci w formule
standardowej Solvency II.

Ostatnim omawianym wskaznikiem stuzacym do oceny ryzyka modelowego jest MoRC.
Stanowi on miar¢ okreslajaca dodatkowa rezerwe kapitatowa, ktora instytucja powinna utrzy-
mywa¢ w celu zabezpieczenia si¢ przed niepewnos$cig wynikajaca z zastosowanego modelu.
MoRC faczy ocen¢ wzglednego ryzyka modelowego (CRM) z rozpigtoScig granic wiarygodno-
Sci ryzyka (CUB oraz CLB) i formalnie definiuje si¢ go jako:

MoRC(CRM,CUB,CLB, f) = f(CRM) - (CUB - CLB), 4.11)

gdzie f : [0,1] — [0, 1] jest funkcjg rosnaca, spelniajacg warunki f(0) = 0 oraz f(1) = 1.
Warto$¢ f(CRM) interpretuje si¢ jako udzial maksymalnego wymaganego kapitatu. Przyjmuje
warto$c od 0% przy braku ryzyka do 100% w przypadku jego maksymalnego poziomu.

Przyklad 2.

Na podstawie wynikow z Przyktadu 1 mozna obliczy¢ dodatkowa rezerwe kapitatlowg zwia-
zang z ryzykiem modelu. Do wyznaczenia MoRC wykorzystujemy otrzymane granice wia-
rygodnosci CLB = 947.66 oraz CUB = 1502.32, a takze wzgledng miare¢ ryzyka modelu
CRM =~ 0.32. Inspirujgc sie ramami Solvency II, przyjmujemy funkcje f(x) = +/x, ktéra
odzwierciedla konserwatywne podejscie. Nawet umiarkowane wartoSci CRM prowadza do sto-
sunkowo wysokiego bufora kapitatowego. Podstawiajac warto$ci z Przyktadu 1, otrzymujemy:

MoRC =V0.32 x (1502.32 — 947.66) ~ 314.0.

Otrzymany wynik oznacza, ze wymagany bufor kapitatlowy stanowi okoto 314 jednostek, czyli
23.7% wartoSci referencyjnego SCR = 1322.92.

Przyklad ten pokazuje, ze MoRC pozwala na praktyczne przetozenie oceny ryzyka modelu
(CRM wraz z granicami CLB 1 CUB) na wielko$¢ dodatkowej rezerwy kapitatowej. Ponadto,
wybor funkcji f umozliwia dopasowanie poziomu bezpieczenstwa do wymogow regulacyjnych
oraz polityki zarzgdzania ryzykiem. W tym przypadku zastosowanie funkcji vx odpowiada
ostroznemu podejsSciu zgodnemu z dyrektywa Solvency II, w ktérej szczeg6lng uwage poswieca
si¢ wyptacalnosci zaktadu ubezpieczeni.
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5. Wpyznaczanie efektu dywersyfikacji w ramach modeli wie-
lowymiarowych opartych na kopulach i sieciach neurono-
wych

Efekt dywersyfikacji stanowi jeden z najistotniejszych elementéw w ocenie wyptacalnosci
zaktadéw ubezpieczen w ramach dyrektywy Solvency II. Portfel ubezpieczyciela obejmuje wiele
rodzajéow ryzyk, ktére nie wystepuja w tym samym czasie. Zatem calkowite ryzyko portfela
ubezpieczyciela jest zazwyczaj nizsze niz suma ryzyk, ktore si¢ w nim znajdujg. Wyznaczenie
efektu dywersyfikacji na wlasciwym poziomie pozwala na okres§lenie poziomu wymaganego ka-
pitatu, zapewniajacego jednocze$nie adekwatny poziom bezpieczenstwa finansowego zakladu.
W badaniach przeprowadzonych przez EIOPA wskazano jednoznacznie, iz sposéb modelowa-
nia zaleznosci jest jednym z najwazniejszych elementéw wyznaczania efektu dywersyfikacji.
Dlatego kluczowa kwestia w procesie modelowania ryzyka jest odpowiedni dobér metody, po-
zwalajacej na jak najlepsze opisanie struktury zaleznosSci pomiedzy agregowanymi czynnikami
ryzyka. Tylko wowczas mozliwe jest uzyskanie efektu dywersyfikacji na poziomie odpowia-
dajacym rzeczywistym korzySciom z agregacji ryzyka, a tym samym zapewnienie spdjnosci
pomiedzy modelem matematycznym a faktycznym profilem ryzyka ubezpieczyciela. Dla da-
nych rzeczywistych niemieckich ubezpieczycieli pozyskanych z raportu SFCR, w oparciu o
twierdzenie Sklara, zbudowano wielowymiarowe rozktady w dwoéch podejSciach:

1. Parametrycznym - posta¢ wielowymiarowego rozktadu opiera si¢ na z gory ustalonej
postaci analitycznej rozktadéw brzegowych i kopuli. Strukture zaleznoSci wyznaczono z
wykorzystaniem kaskad kopul C (C-vine) i D (D-vine).

2. Nieparametryczny - posta¢ wielowymiarowego rozktadu nie zaktada z géry konkretnej
postaci rozktadéw brzegowych ani struktury zaleznosci. Zaréwno rozktady brzegowe, jak
i struktura zaleznoS$ci mi¢dzy nimi zostaly wyznaczone przy uzyciu modelu opartego na
sieciach neuronowych. Pozwala to na uchwycenie nieliniowych i ztozonych zaleznosci,
ktore czesto wystepuja w rzeczywistych danych ubezpieczeniowych.

W dalszej czesci pracy zrealizowano cel badawczy C6, polegajacy na wskazaniu i rozwi-
nieciu metod modelowania zaleznoSci taczacych kopule oraz techniki uczenia maszynowego,
ktdre zastosowane w procesie agregacji pozwalaja wiarygodnie uchwycic¢ rzeczywistg strukture
wspotzaleznoSci miedzy ryzykami. Tym samym umozliwiaja okreslenie kapitatowego wymogu
wyplacalnosci oraz efektu dywersyfikacji na adekwatnym poziomie.

Badania prowadzone s3 na danych rzeczywistych pozyskanych z raportéw SFCR doty-
czacych niemieckich ubezpieczycieli, obejmujacych cztery segmenty dziatalnoSci w zakresie
ubezpieczen majatkowych i osobowych. W dalszej czg¢sci rozdziatu szczegdtowo przedstawiono
zastosowanie sieci neuronowych w identyfikacji wielowymiarowego rozktadu, opisano przyjeta
metodyke badan empirycznych oraz charakterystyke danych wykorzystanych w badaniu. Na-
stepnie zaprezentowano sposob wyznaczania wielowymiarowego rozktadu oraz wyznaczono
efekt dywersyfikacji.
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5.1 Metodyka badania

5.1.1 Modelowane zmienne ryzyka

Z uwagi na brak ogélnodostepnych danych na potrzeby niniejszego badania, ryzyko sktadki i
rezerw dla poszczegdlnych segmentéw modelowane jest za pomocg wspétczynnika zespolonego
wprowadzonego w (Schubert & Griefmann, 2007), danego ponizszym wzorem:

X, = NCE; + OFE; (51)
NP;
gdzie dla i-tego segmentu NCE; oznacza odszkodowania i §wiadczenia netto (bezposrednia
dziatalno$¢ ubezpieczeniowa), OE; to koszty poniesione, natomiast N P; to sktadki zarobione
netto (bezposrednia dziatalno$¢ ubezpieczeniowa). Zmienng losowa L modelujaca zagregowane
ryzyko segmentOw otrzymuje si¢, agregujac wspotczynniki zespolone X; za pomocg nastepu-
jacej formulty:

Y = Z X; (5.2)

d
i=1

Wymogi kapitalowe dla poszczeg6lnych segmentow «(L;) oraz zagregowanego ryzyka « (L)
wyznaczono w nastepujacy sposob:

k(Xi) = VaRo 995 (X;) — E(X;) (5.3)
k(Y) =VaRo.g9s(Y) — E(Y) (5.4)
efekt dywersyfikacji zgodnie ze wzorem:
Y
Ep=1- <1 (5.5)
Z,':l k(X;)

Dane rzeczywiste zostaly podzielone na dwa zbiory: treningowy, stuzacy do dopasowania
modeli, oraz testowy, wykorzystywany do oceny jakosci dopasowania. Na zbiorze treningowym
wyznaczane sg zaréwno rozkltady brzegowe o charakterze parametrycznym, jak i rozklady
modelowane za pomocg sieci neuronowych. W celu oceny jakoSci dopasowania wyznaczonych
rozktadéw do danych rzeczywistych przeprowadza si¢ poréwnanie z rozktadem empirycznym
z wykorzystaniem testu Kolmogorowa—Smirnowa. Strukture zalezno$ci mi¢dzy zmiennymi X;,
kluczowg z punktu widzenia analizy efektu dywersyfikacji, modeluje si¢ przy uzyciu dwéch
metod:

1. Podobnie jak w przypadku wyznaczania rozktadéw brzegowych, stosowane jest podejscie
parametryczne, w ktérym strukture zalezno$ci modeluje si¢ za pomoca kaskady kopuli
typu C-vine oraz D-vine.

2. W podejSciu nieparametrycznym zaleznoSci s3 modelowane z wykorzystaniem sieci neu-
ronowych.

W kolejnym etapie, zgodnie z twierdzeniem Sklara, konstruowane sa rozktady wielowymia-
rowe, stanowigce potaczenie rozktadéw brzegowych oraz funkcji kopuli, opisujacej zaleznosci
miedzy zmiennymi. W podejSciu parametrycznym rozktady brzegowe taczone sa z kopulami
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typu C-vine i D-vine, co umozliwia uzyskanie parametrycznego rozktadu wielowymiarowego.
Natomiast, wykorzystanie rozktadéw brzegowych oraz kopuli identyfikowanych przy uzyciu
sieci neuronowych pozwala na uzyskanie nieparametrycznego rozktadu wielowymiarowego

5.1.2 Dopasowanie rozkladu wielowymiarowego z wykorzystaniem sieci neuronowych

Modele sieci neuronowych mozna postrzegaé jako zdefiniowang funkcje, ktéra pobiera
dane wejSciowe (argumenty funkcji) 1 generuje wynik (warto$ci funkcji). Budujac odpowiednia
architekture sieci neuronowej 1 okreslajac sposob jej uczenia, sie€¢ moze zosta¢ wykorzystana do
opisu réznych probleméw. W niniejszej pracy sie¢ neuronowa traktowana jest jako estymator
rozktadu wielowymiarowego. Celem jest opracowanie modelu sieci neuronowej zdolnego do
odwzorowania rozktadu danych empirycznych oraz generowania nowych realizacji zgodnych z
oszacowanym modelem. Przyjete podejScie opiera si¢ na twierdzeniu Sklara, ktére umozliwia
reprezentacje rozktadu wielowymiarowego jako potaczenie rozktadow brzegowych za pomoca
kopuli:

F(x1,%2,...,x9) = C(F1(x1),F2(x2),...,Fa(xq)), (5.6)

gdzie F (x1,x2,...,xq) to dystrybuanta wielowymiarowego rozktadu, natomiast F; (x j) to
dystrybuanty rozktadéw brzegowych, a C jest kopulg opisujaca strukture zaleznoSci miedzy
segmentami. Dla kazdego segmentu j € {1,2,...,d} na podstawie danych rzeczywistych
uczona jest sie¢ neuronowa, estymujaca rozktad prawdopodobiefistwa opisany przez F;(x;).
Kazda zmienna ma swdj wlasny rozkltad prawdopodobieristwa, zatem trenowanych jest d nieza-
leznych sieci neuronowych. Na kazda z rozwazanych sieci neuronowych natozono ograniczenia
wynikajace z zatozen teorii prawdopodobiefistwa, tak aby ich architektura gwarantowala, ze
generowane wartosci wyjSciowe spelniaja wlasnosci dystrybuanty jednowymiarowej. Przez pa-
rametr § = (61,...,0,) oznaczany jest zbiér wag dla kazdej wyznaczonej sieci neuronowej
dla kazdego z rozktadéw. Dla kazdego F; przypisany jest oddzielny zestaw parametrow 6,
dostrajany w procesie uczenia, tak aby F ' (x;,0;) jak najlepiej odpowiadata rzeczywistemu
rozktadowi. Po wyznaczeniu rozktadéw brzegowych F (x;,6;) budowana jest osobna sie¢
neuronowa estymujaca kopule C(u), gdzie u = (uy,...,uq), a u; = Fj (x;,6;). Konstrukcji
podlega jedna architektura sieci, ktdra nastepnie jest trenowana, a jej zadaniem jest uchwycenie
zaleznoS$ci miedzy agregowanymi zmiennymi losowymi. Podobnie jak w przypadku rozktadéw
brzegowych, na sie¢ nakladane s3 ograniczenia wynikajace z teorii kopuli. Przez parametry
6. oznaczany jest zestaw wag 1 biasow sieci neuronowej, estymujacej kopule. Parametry te
dostrajane sg w procesie uczenia tak, aby C(u,6,) jak najlepiej odzwierciedlala rzeczywista
strukture zaleznoSci pomiedzy zmiennymi. Po wyestymowaniu rozktadéw brzegowych oraz
kopuli, zgodnie z twierdzeniem Sklara, dystrybuante wielowymiarowego rozktadu mozna za-
pisa¢ jako funkcje¢ argumentu x = (xy,x2, ..., Xg), reprezentujacego wartosci poszczegdlnych
zmiennych losowych w przestrzeni R?:

F(x;0,0.) =C (Fy (x1561), F> (x2562) ..., Fy (x45604) 3 6c) , (5.7)

Poniewaz zar6wno rozklady brzegowe, jak i kopula sg r6zniczkowalne, mozna wyznaczy¢
gesto$¢ rozkladu wielowymiarowego jako kombinacje gestosci rozktadéw brzegowych oraz
gestosci kopuli:
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d
f(x:0,00) = ¢ (Fy (x1301), F2 (x2362) , ..., Fy (x45604) 5 6c) - l_[fj (x7305) . (5.8
j=1

gdzie f, (x;;60;) to wyestymowane ggstosci rozktadéw brzegowych, a ¢ (u; 6.) to wyesty-
mowana gesto$¢ kopuli opisujgca strukture zaleznoSci.

W praktyce dane wykorzystywane do uczenia sieci neuronowej majg posta¢ macierzy ob-
serwacji:

X1,1 X12 - X1d
X2,1 X22 - X2d

X= |t R (5.9)
Xn,l Xn2 - Xnd

gdzie x; ; oznacza wartoSC i-tej obserwacji zmiennej losowej X;. Kazdy wiersz macierzy
X, zapisany jako wektor X; = (x; 1, X;2, .. .,X;iq), reprezentuje pojedyncza obserwacje wektora
losowego X = (X1, X2, ..., Xy4), natomiast kazda kolumna zawiera wszystkie realizacje jedne;j
zmiennej X ;. Taki zapis danych pozwala na bezposrednie wykorzystanie ich w procesie uczenia
sieci neuronowej, zarOwno w modelach estymujacych rozklady brzegowe, jak 1 w modelu kopuli
neuronowej opisujacym strukture zaleznoSci pomigdzy zmiennymi.

5.1.2.1 Dopasowanie rozkladéw brzegowych

Wyznaczenie rozkladéw brzegowych stanowi pierwszy etap budowy wielowymiarowego
rozktadu opartego na sieciach neuronowych. Na tym etapie szacowane s3 dystrybuanty oraz
odpowiadajace im funkcje gestosci dla kazdej zmiennej wejSciowej, ktdre nastepnie stanowia
podstawe do wyznaczenia kopuli opisujacej zaleznoSci miedzy zmiennymi. Ponizej kolejno
opisana zostala architektura sieci oraz proces jej uczenia dla rozktadéw brzegowych.

Architektura sieci

Schemat architektury sieci neuronowej wykorzystanej do estymacji jednowymiarowej dys-
trybuanty rozktadu prawdopodobieristwa dla j-tej zmiennej losowej przedstawiono na poniz-
szym rysunku (rys. 5.1). Sie¢ neuronowa skfada si¢ z trzech warstw: wejSciowej, ukrytych oraz
wyjSciowe;.
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Rysunek 5.1: Architektura sieci neuronowej dla rozktadéw brzegowych.

Zrédto: Opracowanie whasne.
Warstwa wejSciowa sieci jest jednoargumentowa x; ; € Q C R:

WO =y ; e QcR. (5.10)

Kazda z kolejnych warstw ukrytych [ € {0, ..., L; -1} dokonuje liniowego przeksztatce-
!
; )
wektora przesuniecia by) (bias). Nastepnie, aby wprowadzi¢ nieliniowo$¢, na wynik dziatania
warstwy liniowej naktadana jest funkcja aktywacji. W zastosowane;j sieci funkcja aktywacji jest
tangens hiperboliczny, ktory zapewnia gtadko$¢ odwzorowania, stabilizujac wartoSci wyjSciowe
w przedziale (—1, 1). Formalnie proces zachodzacy w [ — tej warstwie ukrytej mozna opisaé

roéwnaniem:

nia wektora wyjSciowego z warstwy poprzedniej poprzez zastosowanie wag w .~ oraz dodanie

(1+1) _ (O OBNEACG
B = anh (w8 4 b) (5.11)
W warstwie wyjSciowej stosowana jest funkcja aktywacji sigmoid, ktéra zapewnia, ze wynik
sieci przyjmuje warto$ci w przedziale [0, 1], co jest zgodne z warto§ciami dystrybuanty:

F; = sigmoid (wﬁ.Lf)h;Lf) + b;L’)) e [0, 1]. (5.12)

Po wyznaczeniu dystrybuanty rozkladu prawdopodobieristwa i(x,j,0;), gdzie parametry
0; = {wﬁ.l), bgl)} odpowiadajg wagom i biasom sieci, gestos¢ prawdopodobienistwa moze zostaé
wyznaczona jako pochodna dystrybuanty wzgledem x; :
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A dF;(x;;,0;

fi(xij.0)) = %f’) (5.13)
Dzi¢ki temu, ze sie¢ zbudowana jest z funkcji ré6zniczkowalnych (tanh w warstwach ukrytych
oraz sigmoid w wyjsciu), pochodna £ |, moze zosta¢ wyznaczona wprost za pomoca mechanizmu
automatycznego rézniczkowania Baydin, Pearlmutter, Radul, and Siskind (2018) dost¢pnego
w bibliotekach uczenia maszynowego (np. TensorFlow lub PyTorch). W ten sposéb sie¢ dla
rozktadéw brzegowych dostarcza zaréwno dystrybuante, jak i gestos¢, bez koniecznosci wpro-

wadzania dodatkowych zatozen co do postaci rozktadu.

Proces uczenia sieci

Proces uczenia sieci dla rozktadéw brzegowych przedstawiono na ponizszym schemacie
(rys. 5.2). Dane treningowe sieci mozna podzieli¢ na cztery zbiory, ktére kolejno podawane sg
do sieci, a na ich podstawie obliczane sa poszczegdlne sktadowe funkcji kosztu odpowiadajace
teoretycznym zalozeniom rozktadu prawdopodobieristwa. Wartos$ci naktadanych na sie¢ kar
s nastepnie sumowane w jedng taczna funkcje straty, na podstawie ktérej parametry sieci sg
aktualizowane metodg propagacji wstecznej. Ponizej szczegétowo opisano proces uczenia.

N

P [r0t6) = £ Eke )

D= el w alt) = 5 SRV )| L)

Dyy = {31 //// \\\:\“‘E{L(a)(eﬂ = '1 ~ e it fi(mig6;)Az; ]\ ;
S l[ Liy(0;) = i(amni 05) + ‘1 - F(Zmag; 81-)”\__

Propagacja wsteczn®
Rysunek 5.2: Procedura nauki sieci neuronowej dla rozktadéw brzegowych.
Zrédto: Opracowanie whasne.
Pierwszy zbior treningowy oznaczany jest jako
Dy = {xij ), (5.14)

gdzie n(j) oznacza liczbe obserwacji w tym zbiorze. Dane stanowig rzeczywiste obserwa-
cje, do ktorych dopasowywany jest rozktad prawdopodobienstwa. Na podstawie zbioru D )
definiowany jest nastgpujacy pierwszy skladnik funkcji straty, odpowiadajacy logarytmowi
wiarygodnosci:

n

Lay(0;) = o > log fi(xij:65) - (5.15)
i=1

Intuicyjnie ten warunek wymusza na sieci neuronowej, aby przypisywala wysokie wartosci
gestosci prawdopodobienistwa dla obserwacji ze zbioru D (j). Innymi stowy, sie¢ neuronowa
powinna jak najlepiej dopasowac rozktad brzegowy fj(x; 6;) do danych rzeczywistych.

Drugi zbidr treningowy jest oznaczany jako

Doy = {xi}.), (5.16)
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gdzie n(;) oznacza liczbg elementéw w tym zbiorze. Elementy x; ; w tym przypadku nie muszg
odpowiadac obserwacjom rzeczywistym, lecz sa punktami wybranymi z dziedziny £ ; zmiennej
losowej X;. Zbior Dy stuzy do sprawdzenia, czy estymowana gestoS¢ prawdopodobieristwa
f}(x j36;) przyjmuje warto$ci nieujemne, co jest warunkiem koniecznym dla kazdej gestosci
prawdopodobienistwa. Aby ten warunek zostal spetniony, wprowadzany jest drugi sktadnik
funkcji straty:

)

L2)(6)) = "o Z; ‘ReLu(—fj(xl.’j;gj))

(

) (5.17)

Dzigki takiej postaci ujemne wartoSci gestoSci prawdopodobieristwa powoduja dodanie
dodatniej kary do funkcji straty. Jezeli f;(x;;;6;) > 0 dla wszystkich punktéw x; ; € D(y), to
sktadnik ten przyjmuje warto$¢ zerowa. Oczekiwanym efektem procesu uczenia jest zatem:

L2)(6;) — 0, (5.17)

co oznacza, ze model generuje nieujemne wartosci gestoSci prawdopodobieristwa w catej roz-
patrywanej dziedzinie Q;.
Trzeci zbidr treningowy oznaczany jest jako

D) = {xi ) s (5.18)

gdzie n(3) oznacza jego liczebnos¢. Elementy x; ; sg wybierane z dziedziny Q; w taki sposéb,
jak w D (2) Poniewaz kazda gestoS¢ prawdopodobiefistwa musi spetnia¢ warunek normalizacji:

/ij(xj;@j) dxj =1, (5.19)

wprowadzany jest skfadnik kary, kontrolujacy jego spetnienie. Wykorzystujac dyskretng aprok-
symacje calki, sktadnik ten przyjmuje postac:

n@a)

R
> Fitai 07 Axy (5.20)

- —
ne) o

L3y(6;) =

gdzie Ax; oznacza krok dyskretyzacji. Jesli gestos¢ fj (x;; 6;) zostata poprawnie wyestymowana,
warto$¢ catki powinna by¢ bliska jednosci, a sktadnik L3)(6;) powinien przyjmowac wartosci
bliskie zeru. Dlatego oczekiwanym efektem procesu uczenia jest:

L3y(68;) — 0, (5.21)

cO 0znacza, ze estymowana gestoS¢ spetnia warunek normalizacji.
Czwarty zbior treningowy oznaczany jest jako

D(4) = {xmin» xmax}a (5.22)

gdzie xpmin 0raz xmax Wyznaczajg odpowiednio dolng i gérng granice rozpatrywanego przedziatu
Q; dla zmiennej losowej X;. W praktyce wartosSci te obliczane sg jako minimum i maksimum
dostepnych obserwacji danej zmiennej, tj.:

Xmin :min(xl,jaxz,jau-,xn,j)’ Xmax :max(xl,j,xz,j,...,xn,j), (5.23)
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Punkty te stuza do kontroli poprawnosci wartoSci dystrybuanty na brzegach dziedziny. Z
wlasnosci dystrybuanty wynika, ze:

Fj(xmin;ej) =0, Fj(xmax;gj) = 1. (524)
Aby wymusi¢ spelnienie tych warunkéw, wprowadzany jest czwarty sktadnik kary:
L(4)(0j) = |ﬁj(xmin; 9]') - 0| + |1 - ﬁj(xmax; 9])| . (525)

Jesli sie¢ wyznacza poprawnie dystrybuante, sktadnik ten powinien przyjmowac wartosci
bliskie zeru. Oczekujemy zatem, ze w procesie uczenia:

co oznacza, ze dystrybuanta £ | przyjmuje wartosci zgodne z warunkami brzegowymi.
Po zdefiniowaniu wszystkich sktadnikéw funkcji celu, proces uczenia sieci polega na itera-
cyjnej minimalizacji tacznej straty:

4
L(6)) = ZakL(k)(ej), (5.27)
k=1

gdzie parametry A; odpowiadaja udziatowi w catkowitej funkcji straty k — rej funkcji straty. W
kazdym kroku uczenia dane z odpowiednich zbioréw D1y, D (3), D (3) 1 D (4) przechodza przez
sie¢ neuronowa, ktéra wyznacza wartosci dystrybuanty F (x;;6;). Nastepnie, dzieki zasto-
sowaniu mechanizmu automatycznego rézniczkowania, obliczana jest réwniez odpowiadajaca
jej gestosé f}(x i36;). Uzyskane wartoSci pozwalaja na wyznaczenie wszystkich czeSciowych
sktadnikéw kosztu L) (6;). Wyznaczane sa gradienty wzgledem 6; = {wgl), by)} i za pomocg
propagacji wstecznej aktualizowane sg wagi. W pracy zastosowano optymalizator typu Nadam,
ktory taczy metode Adama z momentem Nesterova, co zapewnia stabilnoS¢ oraz przyspiesza
proces uczenia. Aby zapobiec przeuczeniu, do funkcji celu wprowadzono element regularyzacji
[, ktéry dodatkowo karze funkcje celu za zbyt duze wartosci wag. Dzigki temu, kontrolowana
jest ztozono$¢ modelu i ograniczona tendencja do nadmiernego dopasowania sieci do danych
treningowych. Proces uczenia jest powtarzany iteracyjnie w kolejnych epokach, az do momentu,
gdy wartoSci sktadnikéw L) (6;) osiagaja zamierzone wartosci.

5.1.2.2 Dopasowanie kopuli

Wyznaczenie kopuli stanowi drugi etap procesu estymacji rozktadu wielowymiarowego z
wykorzystaniem sieci neuronowych. Na tym etapie modelowana jest struktura zaleznosci po-
miedzy zmiennymi losowymi o uprzednio oszacowanych rozktadach brzegowych. Zadaniem
sieci neuronowej jest zatem aproksymacja kopuli. W dalszej czgdci rozdziatu przedstawiono
szczegoOtowa architekture sieci neuronowej przeznaczonej do modelowania kopuli oraz opisano
proces jej uczenia, wraz z warunkami zapewniajacymi zgodnos$¢ teoretyczng 1 stabilnoS¢ nume-
ryczng uzyskanego modelu.

Architektura sieci
Architekture sieci neuronowej dla kopuli przedstawiono na ponizszym Rysunku 5.3.
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Rysunek 5.3: Architektura sieci neuronowej dla kopuli.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Podobnie jak w przypadku sieci neuronowej zbudowanej dla rozktadéw brzegowych, kon-
struowana jest sie¢ neuronowa dla kopuli ¢ ((uy,ug, ..., ug);0.), ktérej celem jest uchwycenie
nieliniowych zaleznoSci miedzy zmiennymi, przy jednoczesnym zachowaniu wlasnoSci teore-
tycznych kopuli. Dane wejSciowe do sieci stanowi wektor:

i = (i1, in, - - - i) € [0,1]9, (5.28)

gdzie kazdy element u; ; jest wartoscig dystrybuanty rozktadu brzegowego dla j-tej zmiennej i
i-tej obserwacji rzeczywistej:

wij=Fi(xi;360;), j=1,2,....d, i=12,...,n. (5.29)

Kazdy u; ; nalezy do przedziatu [0, 1]. Architektura sieci obejmuje warstwe wejSciowa, warstwy
ukryte oraz warstwe wyjSciowa. Argumentem warstwy wejSciowej dla danej obserwacji i jest
zatem wektor:

hE-O) =Uujp= (ui,la Uizy,..., ui,d) € [09 1]d (530)
Rozktady brzegowe zostaly wyznaczone za pomocg sieci opisanych w podrozdziale 5.1.1.
Kazda kolejna warstwa ukryta [ € {0,...,L. — 1} wykonuje liniowg transformacj¢ wyj-

Scia poprzedniej warstwy z uzyciem wag wgl) 1 wektora przesunigcia bgl) (bias), a nastgpnie
wprowadza nieliniowos$¢ przez funkcje aktywacji tanh:

hﬁ”” = tanh(wgl)hgl) + bﬁ”) . (5.31)
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W celu zapewnienia spetnienia warunku definiujacego, ze warto$ci kopuli mieszczg sie w
przedziale [0, 1], w warstwie wyjSciowe] zastosowano sigmoidalng funkcje aktywacji:

C((ur,ua, ... ug);0.) = sigmoid(wEL")th“) + bgL”)) e [0, 1]. (5.32)

Majac estymator dystrybuanty kopuli C((uy,uz, .. .,uq);6.), gdzie 6, = {wgl), bgl)}, wy-
znaczana jest gesto$¢ kopuli ¢((uy, ua, . . ., uq); 6.) jako pochodna czastkowa rzedu d wzgledem
wszystkich sktadowych u;:

adé((ul’ uz,..., I/td); 66‘)
8u18u2---c’)ud '

é((ul,uz,.. .,ud);GC) = (5.33)

Poniewaz uzyte funkcje (tanh w warstwach ukrytych i sigmoid na wyjSciu) sg rézniczko-
walne, pochodna ¢ ((uy,uz,...,ug),0.) moze zostaé¢ obliczona analogicznie do modelu roz-
ktadéw brzegowych. Dzigki temu otrzymywany jest jednoczes$nie estymator dystrybuanty oraz
odpowiadajacej jej gestosci, co umozliwia odwzorowanie struktury zaleznoSci miedzy zmien-
nymi brzegowymi.

Proces uczenia sieci

Proces uczenia sieci dla modelu kopuli zilustrowano na ponizszym schemacie (rys. 5.4).
Dane wejsSciowe, po przeksztalceniu przez modele brzegowe, trafiaja do modelu kopuli, ktory
estymuje wielowymiarowa dystrybuante. Sieci neuronowe dla rozkladéw zostaty wczesniej
wytrenowane, a ich wagi zamrozone. Na tej podstawie obliczane sg poszczegdlne sktadowe
funkcji kosztu, odpowiadajgce zar6wno poprawno$ci estymacji, jak i spetnieniu wilasnosci
teoretycznych kopuli. Wartosci tych sktadnikéw sa nastepnie sumowane w jedna faczna funkcje
strat.
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Rysunek 5.4: Procedura nauki sieci neuronowej dla kopuli.
Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Zbior treningowy D (1) zawiera pseudo-obserwacje dla danych rzeczywistych wyznaczone
z wykorzystaniem uprzednio skonstruowanych sieci neuronowych dla rozktadéw brzegowych:

= (F1(xi1301), B2 (x2:02), - . ., Fa(xia304)), (5.34)

gdzie u; € [0, 1]¢ oznacza wektor pseudo-obserwacji odpowiadajacy obserwacji x;. Wartosci
parametréw 6 = (61, ..., 0,) zostaly ustalone podczas wczesniejszego etapu uczenia sieci dla
rozktadow brzegowych. Na tej podstawie definiowany jest pierwszy sktadnik funkcji straty w
postaci log-wiarygodnoSci:

1 Ne(1)

Z log fo(u; 6.) . (5.35)

Le1y(6:) =
ne(1)

Zbior D (o) stanowi zestaw punktow pomocniczych wykorzystywanych w procesie uczenia
modelu kopuli. Punkty te sa réwnomiernie rozmieszczone w jednostkowej kostce [0, 1]¢ i moga
by¢ interpretowane jako siatka probek z przestrzeni kopuli. Kazdy punkt ma postaé

u; = (Uin, ups - - . uig) € [0, 119, (5.36)

a caly zbidr zapisujemy jako:
D) = {uis. (5.37)

Zbior ten stuzy do zapewnienia zgodnoSci z zalozeniem teoretycznym, zgodnie z ktérym es-
tymowana gestos¢ f. nie moze przyjmowac wartosci ujemnych. Na jego podstawie definiowana
jest funkcja straty w postaci:

ne(2)

1 A
Lea(6e) = o D Relaf = fo(ui 60). (5.38)
i=1

ktérej minimalizacja wymusza nieujemno$¢ estymowanej gestosci. Oczekiwanym efektem pro-
cesu uczenia jest zatem:
L2)(6:) — 0. (5.39)

Zbior D3y odpowiada za normalizacje gestoSci kopuli. W praktyce wykorzystuje sie ten
sam réwnomierny zbiér punktéw w przestrzeni [0, 1]¢, co w D (2). Na podstawie wartosci f.
w tych punktach definiuje si¢ sktadnik funkcji kosztu:

ne@3)

ch(ul, 6. )HA] ., i€ Do < [0,1]% (5.40)

Ley(0:) = |1-
c(3)

gdzie A; jest krokiem siatki w j-tym wymiarze. Oczekiwanym efektem procesu uczenia jest
zatem

L.3)(6;) — 0. (5.41)

Zbior D4 stuzy do sprawdzenia warunkoéw brzegowych, ktére musi spetnia¢ kopula.
Zgodnie z definicja kopuli, dla kazdego wymiaru k = 1, ..., d zachodzg zaleznoSci:

é(tl,...,tk_l,(),tk+1,...,td; QC)ZO, 1 € [0,1], (5.42)
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oraz
C(l,..o l, ti 1, 150 =16, tr e [0,1]. (5.43)

W celu sprawdzenia spetnienia powyzszych warunkéw definiuje si¢ punkty testowe na
brzegach jednostkowej kostki [0, 1]¢:

(J) (J) (J) )
= (70

(D, al =@, 100,000, (5.44)
gdziet) € [0,119,j=1,..., ne(4). Na tej podstawie sktadnik funkcji kosztu przyjmuje postac:

d Nc4) d Nc4)

Lew(0) = ) Z Claf; 00 + ) Z 1C@?; 6.) - 1. (5.45)

k=1 j=1 k=1 j=1

Zbidr D .(4) mozna zatem zapisac jako:

c(4) — 0 ({a(J)}”CM) (J)}”C(4)). (5.46)

k=1

Oczekiwanym efektem procesu uczenia jest zatem
LC(4)(96) i 0, (547)

co zapewnia spelnienie warunkéw brzegowych przez C na krawedziach jednostkowej kostki
[0,1]4.

W celu lepszego odwzorowania dystrybuanty wprowadza si¢ dodatkowy punktowy skfadnik
uczenia oparty na porownaniu wartosci C z jej odpowiednikiem empirycznym. Dla losowo
wybranych punktéw u € [0, 1]¢ wyznacza si¢ empiryczng dystrybuante:

Femp(u) = > flag(u,v), (5.48)
C ) veD (1)
gdzie
1, gdyv; <u; Vj<d,
flag(u,v) = 4~ EV VI SHV (5.49)
0, w przeciwnym razie.

Wielkos¢ ta stanowi estymator prawdopodobieristwa P(V < u). Nastepnie wyznacza si¢ warto$¢
F.(u;6) w tych punktach:

Fe(u;0) = C(Fy(u1;61), ..., Fa(ua;04);06.). (5.50)

Funkcja celu dla opisanego warunku liczona jest na zbiorze D(s) = {u;}, ") gdzie u; to losowo
rozmieszczone punkty w przestrzeni [0, 1]¢, a funkcja ograniczajaca, ktora jest naktadana na
sie¢, ma postac L.(s):

Ne(s)

> |Fewiz0) = Famptu)| (5.51)

c(3) =1

L.5(0) = "
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Oczekuje sig, ze
L.5(0) — 0. (5.52)

Calkowita funkcja kosztu wykorzystywana podczas uczenia modelu kopuli jest definiowana
jako wazona suma pi¢ciu skfadnikéw opisanych we wczesniejszych sekcjach:

Lc(0) = AiLey(0c) + A2Le2)(0c) + A3Le3)(0c) + AaLe4)(0c) + AsLes)(0c), (5.53)

gdzie Ay,...,4s > 0 stanowia wspélczynniki wagowe regulujace wplyw poszczegdlnych
sktadnikow na koncowa funkcje celu. W kazdym kroku uczenia korzysta si¢ z odpowied-
nich zbioréw danych D.1)-Ds). Gradienty funkcji celu obliczane sa wzgledem parametrow
0. = {wgl), bgl) }1L=Cl , hatomiast parametry sieci opisujgcych rozklady brzegowe 6 = (61, ...,60,)
sa zamrozone. Nastepnie wagi sieci kopuli 6, = {wgl), bgl) }1L=01 sa aktualizowane metodg pro-
pagacji wstecznej. W implementacji wykorzystano optymalizator Nadam oraz regularyzacje /o
na wagach, co stabilizuje 1 przyspiesza konwergencje oraz przeciwdziala przeuczeniu. Proces
uczenia wykonywany jest epoka po epoce, az do osiagniecia pozadanych wartosci L) (6), co
zapewnia spelnienie wtasnosci teoretycznych kopuli oraz dobre dopasowanie modelu do danych.

5.1.2.3 Generowanie realizacji z wielowymiarowego rozktadu

Po wyznaczeniu i ustaleniu parametréw sieci estymujacych rozktady brzegowe F i(xj360;)
oraz fj(x j30;)dlaj =1,...,d,atakze sieci neuronowej estymujacej kopule ¢(u; 6.), gdzie u =
(Fi(x1:01), ..., Fq(xa;04)) przystepuje si¢ do generowania realizacji x(&) = (xggen), L xEen)
z wielowymiarowego rozkladu opartego na wyznaczonych modelach.

Dla kazdej zmiennej losowej X; okresla si¢ zbiér m punktéw w przedziale [0, 1], poniewaz

dane rzeczywiste zostaly znormalizowane do tej przestrzeni:

1 2
XJ:{O’——”I}, le”d (554)

m—-1"m-1

Iloczyn kartezjanski tych zbiorow tworzy siatke punktow na przestrzeni dziedziny wielo-
wymiarowej:
G=XixXox--xX; c [0,1]% (5.55)

Dla kazdego punktu x(® = (xig), xég), .. ,xc(ig)) € G wyznaczane sg wartosci dystrybuant brze-

gowych F i (x;g); 6;) oraz odpowiadajace im gestosci fj(x;g); 6;),dla j = 1,...,d. Nastepnie
obliczana jest gestos¢ kopuli ¢(u; 6,), gdzie

u=(F (Xig); 61), Fz(xég); 02), ..., Fd(xflg); 04)). (5.56)

Zgodnie z twierdzeniem Sklara, wielowymiarowa gesto$¢ mozna zapisa¢ jako kombinacje
gestosci brzegowych oraz gestosci kopuli:

d
fx®:0,00) = ¢(Bx®s00),.. FaxPi00:0.) - [ | Hx®:0p). .57
J=1
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Nastepnie normalizowane sg wartosci f(x®):06,6,) na siatce G w celu uzyskania dyskret-
nego rozktadu prawdopodobieristwa:

F(x(®-0.0
p(x®) = f(x 50, c) ’ Z p(x®) = 1. (5.58)
Yaweg f(2®56,0,) x®eg

W celu wygenerowania N realizacji z rozkladu p, zdefiniowanego na siatce G, proces
generowania polega na N-krotnym losowaniu indeksu

Je{Ll.2,...,1Gl}, (5.59)

zgodnie z dyskretnym rozktadem prawdopodobienistwa okreslonym nast¢pujaco:

{px), px?), ..., p(x19Dy}. (5.60)

Nastepnie, dla kazdego wylosowanego indeksu j, wybierany jest odpowiadajacy mu punkt
siatki: .
X =xDeg,  i=1,...,N. (5.61)

Punkty xlggen) sq generowane zgodnie z wyznaczonym wielowymiarowym rozktadem f.

5.1.3 Ocena dopasowania modelu

W procesie modelowania rozktadéw wielowymiarowych istotnym etapem jest ocena jakosci
uzyskanych wynikéw oraz weryfikacja, w jakim stopniu skonstruowany rozktad odzwierciedla
rzeczywistyg strukture danych. Celem takiej analizy jest nie tylko sprawdzenie, czy model do-
brze dopasowat si¢ do obserwacji rzeczywistych, lecz takze ocena jego zdolnoSci generowania
realizacji. W ramach przeprowadzonej analizy zastosowano dwa komplementarne podejscia
oceny dopasowania modelu: pierwsze oparte na logarytmie wiarygodnosci sprawdzajagce w
jakim stopniu model odwzorowuje rzeczywistg struktur¢ danych testowcyh, oraz drugie ba-
zujace na odleglosci energetycznej, umozliwiajace poroOwnanie realizacji wygenerowanych z
wielowymiarowego rozktadu z danymi rzeczywistymi.

Pierwsze z zastosowanych podejS¢ polega na ocenie jakoSci modelu wielowymiarowego
na podstawie danych testowych, niezaleznych od procesu uczenia. Metoda ta koncentruje si¢
na wyznaczeniu Sredniej wartoSci logarytmu funkcji najwiekszej wiarygodnosci, co pozwala
okresli¢, w jakim stopniu model odwzorowuje strukture prawdopodobienistwa obserwowang
w danych rzeczywistych. Zgodnie z twierdzeniem Sklara, warto$¢ tej miary wyznaczana jest
wedlug wzoru:

1 & d
= Z log c(U;) + Zlogfj(x,j) , (5.62)
=1 =1

! J

gdzie c¢(U;) oznacza gesto$¢ kopuli w punkcie U; = (Fi(x;1), ..., Fa(x;q)), natomiast f;(x;;)
to gestosci rozktadéw brzegowych poszczegdlnych zmiennych. Poniewaz obliczenia oparte s
na gestosciach rozktadow, miara ta umozliwia iloSciowg ocen¢ zgodnoSci modelu z rzeczywi-
stym rozktadem danych. Wyzsza wartos¢ Sredniego logarytmu funkcji wiarygodnoSci oznacza,
ze model przypisuje wicksze prawdopodobienistwo obserwacjom testowym, a tym samym le-
piej odzwierciedla zalezno$ci pomigdzy zmiennymi i charakteryzuje si¢ wyzszg zdolnoScig
generalizaciji.
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Drugie podejscie oceny wyznaczonych rozktadéw wielowymiarowych opiera si¢ na ana-
lizie zgodnoSci realizacji wygenerowanych z modelu z rzeczywistymi obserwacjami danych
empirycznych. Ocena ta wykorzystuje narzedzia stosowane w analizie jakoSci prognoz probabi-
listycznych. Pierwszym jest tzw. odlegtos¢ energetyczna (ang. Energy Distance), wprowadzong
przez (Gneiting & Raftery, 2007). Miara ta jest szeroko stosowana do oceny prognoz proba-
bilistycznych w przestrzeniach wielowymiarowych i1 znajduje coraz szersze zastosowanie w
modelach generatywnych, w tym w modelach opartych na kopulach i sieciach neuronowych
(Ziel & Berg, 2019). Odlegtos¢ energetyczna pozwala ocenié, w jakim stopniu rozktad estymo-
wany przez model odzwierciedla rzeczywista strukture prawdopodobieristwa obserwowanych
danych. W przeciwienistwie do klasycznych testow dopasowania, takich jak test Kolmogo-
rowa—Smirnowa czy test Craméra—von Misesa, nie wymaga znajomosSci gestoSci rozktadu, a
jedynie probek z rozktadu modelowego i rzeczywistego. Dzigki temu moze by¢ stosowana w
ocenie rozktadéw o dowolnym wymiarze, w tym takze wysokowymiarowych modeli bazujgcych
na kopulach lub sieciach neuronowych, estymujacych rozktad wielowymiarowy.

Niech X € R? bedzie wektorem losowym o rozktadzie modelowym Fy,ay € R¢ obserwacja
rzeczywista. Miara oparta na odlegtoSci energetycznej jest definiowana jako:

1 -
Yo(Fxy) = B(IX-yl5) -5 E(IX-XI5) . (5.63)
~— S————
trafno$¢ (blisko$¢ do y) rozproszenie prognoz

gdzie X jest niezalezng kopia zmiennej losowej X, ||-||2 0znacza norme euklidesowa, a 8 € (0,2)
jest parametrem okreslajacym czulo$¢ miary na wartoSci odstajace oraz réznice w wariancji.

Pierwszy sktadnik miary Yz mierzy przeci¢tng odlegtoS¢ pomiedzy realizacjami wygenero-
wanymi przez model a rzeczywistymi obserwacjami, odzwierciedlajac trafno$¢ modelu w od-
wzorowaniu danych empirycznych. Drugi sktadnik opisuje rozproszenie probek pochodzacych
z rozktadu modelowego, czyli stopieri niepewnosci generowanych realizacji. Zréwnowazenie
tych dwoéch sktadnikéw pozwala jednoczeSnie oceni¢ zaroOwno precyzje modelu, jak 1 jego
wiarygodnoS¢ probabilistyczna.

Miara ta jest bezpoSrednio powigzana z koncepcjg odlegtosci miedzy rozktadami, zdefinio-
wang jako:

D(P.Q) = 2E|X - Y|/; - EIX - X'|; - EI[Y - Y'II5, (5.64)

gdzie X, X’ ~ P to niezalezne realizacje z rozkladu rzeczywistego, a Y, Y’ ~ Q to realizacje z
rozktadu modelowego. Odlegtos¢ energetyczna D (P, Q) przyjmuje wartosci nieujemne i réwna
si¢ zeru wtedy 1 tylko wtedy, gdy P = Q, co oznacza, ze stanowi rzeczywista metryke miedzy
rozktadami.

Z praktycznego punktu widzenia, w kontek$cie modeli bazujacych na kopulach i sieciach
neuronowych estymujacych rozktad wielowymiarowy, odleglo$¢ energetyczna pozwala na po-
rownanie jakoSci dopasowania rozkladéw modelowych do rozktadu empirycznego danych te-
stowych bez koniecznosci estymowania gestoSci. Obliczenia opieraja si¢ na probkach Monte
Carlo, a estymator postaci probnej przyjmuje postaé:

_ E B E B E B
D(P, Q) - nm 4 4 £ ”Xl - YJ.||2 - n2 e ”Xi - Xk||2 - m2 £ ”y] - yl||2, (565)
i=1 j= 1,k= Jst=

gdzie x; to obserwacje empiryczne, a y; — realizacje wygenerowane z modelu. Nizsza wartoS¢
D(P, Q) oznacza lepsze dopasowanie modelu do danych rzeczywistych.
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Niech Yﬁ(F X, ¥:) oznacza warto$¢ miary obliczong dla z-tej obserwacji (t = 1,...,N). W
celu zwigkszenia odpornosci na wartoSci odstajace, ostateczng warto$¢ miary wyznaczono jako
median¢ wszystkich ocen:

Yﬁ = median {?ﬁ(FXaYI)’ ey Tﬂ(Fx,yN)}. (566)

Warto$¢ miary Yﬁ umozliwia bezposrednie poréwnanie jakosci dopasowania réznych mo-
deli rozktadu wielowymiarowego - zaréwno parametrycznych (np. opartych na kopulach C-vine
lub D-vine), jak i nieparametrycznych (np. z wykorzystaniem sieci neuronowych). Niewatpliwg
zaletg tej metody jest jej niezalezno$¢ od przyjetej postaci analitycznej gestoSci oraz zdolno$é
do uogdlnienia na przestrzenie o wysokim wymiarze. W badaniach empirycznych wykazano,
ze odleglos¢ energetyczna jest stabilna numerycznie, dobrze réznicuje jakoS¢ modeli proba-
bilistycznych 1 moze by¢ z powodzeniem stosowana jako alternatywa lub uzupelnienie miar
opartych na log-wiarygodnosci (Ziel & Berg, 2019; Székely & Rizzo, 2013; Efron & Hastie,
2020).

Druga miarg stosowang do oceny jakoSci prognoz wielowymiarowych jest Variogram Score
(VS), zaproponowana przez (Scheuerer & Hamill, 2015). Miara ta stanowi rozwini¢cie koncep-
cji wykorzystywanej w analizie przestrzennej 1 opiera si¢ na porownaniu struktur wariogramow,
czyli oczekiwanych réznic pomiedzy parami komponentéw wektora losowego. W przeciwien-
stwie do odlegltosci energetycznej, ktéra koncentruje si¢ na globalnej zgodnoSci rozktadow,
Variogram Score skupia si¢ na ocenie struktury wspéizaleznos$ci miedzy poszczegdlnymi ele-
mentami wektora prognozy. Dzi¢ki temu, lepiej odzwierciedla zgodnoS¢ modelu z rzeczywista
strukturg korelacji 1 wariancji, co czyni go szczegdlnie uzytecznym w analizach danych o
wyraznej strukturze przestrzennej lub czasowo-przestrzenne;j.

Niech X € R? bedzie d-wymiarowg zmienng losowa o rozkladzie Fy, a y € R obserwacja
rzeczywista. Miarg VS jakoSci prognozy rzgdu p > 0 definiuje si¢ jako:

2
VS (Fx,3) = 3 3 wig (I = vl = BIX; = X7, (5.67)

d d
=1 j=1

1
gdzie w;; > 0 oznaczajg wagi poszczegllnych par komponentéw (zazwyczaj przyjmuje si¢
Wij = 1)

Pierwszy sktadnik wewnatrz nawiasu odzwierciedla rzeczywiste odlegloSci pomiedzy kom-
ponentami obserwacji, natomiast drugi odnosi si¢ do Srednich odlegtosci pomiedzy tymi samymi
komponentami w prébkach pochodzacych z rozktadu modelowego. Miara ta ocenia wigc, na ile
model poprawnie odwzorowuje wspétzaleznoSci pomiedzy zmiennymi - im mniejsza wartos$¢
VS, tym blizsza jest struktura zaleznoS$ci prognozy do tej obserwowanej w danych rzeczywistych.

Podobnie jak w przypadku odlegtosci energetycznej, ocena globalna dla catego zbioru da-
nych uzyskiwana jest przez agregacje wartosci czastkowych dla kazdej obserwacji. W praktyce,

w celu zwiekszenia odpornoSci na wartoSci odstajgce, ostateczng warto§¢ miary wyznacza si¢
jako median¢ wszystkich wynikow:

VS, = median {VS, (Fy. y1). ..., VS, (Fy, yw)}- (5.68)

Zastosowanie Variogram Score pozwala zatem na uzupelnienie informacji uzyskiwanych z
miar globalnych, takich jak odlegto$¢ energetyczna, poprzez analize lokalnych relacji miedzy
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komponentami rozktadu. W kontek$cie oceny dopasowania rozktadéw wielowymiarowych, a
zwlaszcza modeli opartych na kopulach lub sieciach neuronowych, VS jest szczegdlnie war-
toSciowa, gdy istotne sag wzorce wspoétzaleznosci pomi¢dzy zmiennymi, np. w modelowaniu
ryzyka, portfeli ubezpieczeniowych lub struktur korelacji przestrzennej. W badaniach empi-
rycznych potwierdzono, ze VS stanowi stabilng 1 komplementarng miar¢ jakoSci prognoz wie-
lowymiarowych (Scheuerer & Hamill, 2015; Ziel & Berg, 2019), zwlaszcza w zastosowaniach,
w ktdrych kluczowa role odgrywa precyzyjne uchwycenie struktury zaleznosci.

5.2 Charakterystyka danych

Do analizy wybrano dane dotyczace niemieckich ubezpieczycieli majatkowych (non-life),
przede wszystkim z uwagi na duzg liczbe aktywnie dziatajacych podmiotéw w tym sektorze
oraz szerokg dostepnos¢ raportéw o wyplacalnosci i kondycji finansowej SFCR. Z uwagi na
fakt, ze ubezpieczyciele w Niemczech nie prowadza dziatalnosSci we wszystkich 12 segmentach
wyszczeg6lnionych w dyrektywie Solvency II, w badaniach analizowane sa wskaZniki zespo-
lone X; dla czterech wybranych segmentéw dziatalnosci ubezpieczeniowej, wyznaczonych na
podstawie danych pozyskanych z raportéw SFCR z lat 2017-2022.

Wybrane segmenty to:

* C0020 — ubezpieczenia na wypadek utraty dochodow;

* C0040 — ubezpieczenia odpowiedzialnosci cywilnej z tytutu uzytkowania pojazdéw me-
chanicznych;

* C0050 — pozostate ubezpieczenia pojazdéw;
* C0070 — ubezpieczenia od ognia i innych szkdd rzeczowych.

Na ponizszym Rysunku 5.5 za pomocg wykresow pudetkowych przedstawiamy rozktad
wskaznikow zespolonych dla analizowanych segmentoéw ubezpieczycieli, natomiast w ponizszej
Tabeli 5.1 prezentujemy ich podstawowe statystyki opisowe.
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Rysunek 5.5: Rozktad wskaznikéw zespolonych dla segmentéw ubezpieczycieli.

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Statystyka C0020 C0040 C0050 C0070
Min 0,0516  0,5850 0,3979 0,1308
Max 2,5000 2,1769  2,2105 11,8775
Q1 25% 0,6115 09122 09385 0,8954
Mediana 0,7660 0,9768  0,9963 0,9330
Q3 75% 09046 1,0493 1,0678 1,0957
Srednia 0,7776 ~ 0,9919  1,0121 0,9232
Wariancja 0,0862 0,0253  0,0334 0,0355
Odchylenie std. 0,2937  0,1590 0,1828 0,1885
Rozstep 2,4484 1,5919 11,8126 1,7467
Ccv 0,3776  0,1603  0,1806 0,2041
MAD 0,1984 0,1011  0,1122 0,1240
Skos$nos¢ 1,6438 3,8579 1,6815 0,3167
Kurtoza 8,6248 18,2941 11,9286 5,2685
LCL 0,7342  0,9684 09851 0,8954
UCL 0,8210 1,0154 11,0391 0,9510
N 176 176 176 176

Tabela 5.1: Statystyki dla wspétczynnikéw zespolonych.

Zrédto: Opracowanie wlasne.
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Segment C0020 charakteryzuje si¢ najwicksza rozpietoScig danych oraz relatywnie wysokim
wspotczynnikiem zmienno$ci. Wysoka skosnos$¢ §wiadczy o asymetrii, natomiast podwyzszona
kurtoza potwierdza obecnos$¢ obserwacji odstajacych oraz wieksza koncentracje warto$ci wokot
mediany. Segment C0040 cechuje si¢ jeszcze asymetrig rozktadu oraz bardzo wysoka kurtoza.
Dane w tym segmencie sa w duzym stopniu skupione wokot wartosSci w centrum rozktadu,
lecz jednocze$nie wystepuja wartoSci ekstremalne, ktore istotnie wplywaja na ksztatt rozktadu.
W przypadku segmentu C0050 obserwuje si¢ wieksza réwnowage. Srednia i mediana przyj-
muj3 zblizone wartoSci, a wspétczynnik zmiennoSci pozostaje na stosunkowo niskim poziomie.
Warto$¢ kurtozy wskazuje jednak, ze rowniez w tym segmencie pojawiaja si¢ obserwacje od-
stajace. Segment CO070 wyrdznia si¢ najmniejszg zmiennoS$cig oraz najnizszym odchyleniem
standardowym spoSrod analizowanych wskaznikow. Rozktad cechuje si¢ wysoka symetrig, a
umiarkowana kurtoza sugeruje ograniczong liczbe wartoSci odstajacych.

C0020

0.25 0.08 0.28

Co040

2.0

0.22 0.12

[ ] L0 L5 2.0 co050

¥ 0.09

65 10 1.3 20 25 Co070

o 1 ) 1.0 1.5 2.0 0.5 L0 1.5 2.0 0.0 [ 5] 1.0 1.5 2.0

Rysunek 5.6: Charakterystyka analizowanych danych.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Na Rysunku 5.6 przedstawiono analize graficzng zmiennych C0020, C0040, C0050 i C0070.
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Pozwala ona oceni¢ charakter zalezno$ci oraz intuicyjnie okresli¢ rozktad zmiennych. Rozktady
pierwszych trzech zmiennych charakteryzuja si¢ wyrazng prawostronng asymetrig oraz wysoka
kurtoza, co wskazuje na obecno$¢ wartosci odstajacych i znaczne odstepstwa od rozktadu nor-
malnego. Takie wlasciwos$ci moga prowadzi¢ do zanizenia warto$ci wspoiczynnika korelacji
Pearsona. Wykresy rozrzutu sugeruja, ze niektore zaleznosci moga mie¢ charakter nieliniowy.
Dla pary C0020—C0070, mimo umiarkowanie niskiej korelacji liniowej wynoszacej 0.28, uktad
punktéw oraz przebieg krzywej wygladzajacej wskazuja na bardziej ztozong strukture zalezno-
Sci. Podobny efekt widoczny jest w przypadku zmiennych C0020-C0040 oraz C0040—-C0050,
gdzie wspoélczynniki korelacji (0.25 1 0.22) sa istotne statystycznie, ale rozrzut obserwacji nie
wskazuje na liniowg zaleznoS¢. Zmienna C0070 wyrdznia si¢ najwieksza stabilnoScig 1 symetria
rozktadu, co ogranicza wptyw wartoSci odstajacych; jednak w jej przypadku takze nie obserwuje
si¢ jednoznacznych zaleznosci liniowych z pozostaltymi zmiennymi. Na podstawie przeprowa-
dzonej analizy stwierdzono, ze zaleznoSci miedzy zmiennymi moga mie¢ charakter nieliniowy.
Rozktady charakteryzuja si¢ wysoka skoSnoScia oraz kurtoza, co wskazuje na obecnos¢ wartosci
odstajacych i odchylenia od normalnosci. W konsekwencji proste miary korelacji liniowej moga
okazac si¢ niewystarczajace, natomiast petniejsze odwzorowanie struktury zaleznosci wymaga
zastosowania metod odpornych na nieliniowoSci oraz asymetrie.

5.3 Wyniki estymacji i oceny dopasowania modeli wielowymiarowych
opartych na kaskadach kopul i sieciach neuronowych

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wyniki estymacji oraz oceny modeli wielowy-
miarowych rozktadow prawdopodobiefistwa. W pierwszej czesci opisano sposob wyznaczenia
rozktadéw brzegowych, ktére stanowig punkt wyjScia do konstrukcji rozktadu wielowymia-
rowego. Zastosowano dwa podejscia estymacyjne: nieparametryczne, oparte na uczeniu sieci
neuronowych odwzorowujacych dystrybuanty i gestoSci przy zachowaniu ich wlasnosci teo-
retycznych, oraz parametryczne, w ktéorym dopasowano rozklady o z géry okreslonej postaci
analityczne;j.

Druga cze$¢ podrozdziatu poSwiecona zostala modelowaniu struktury zaleznosci pomiedzy
zmiennymi losowymi. W tym celu skonstruowano trzy alternatywne modele kopul: neuronowa
oraz klasyczne kaskadowe konstrukcje typu C-vine i D-vine.

W ostatniej czesci podrozdziatu przeprowadzono ocen¢ jakos$ci dopasowania uzyskanych
rozkladow wielowymiarowych. Analizie poddano ich zgodno$¢ z danymi empirycznymi oraz
zdolno$¢ do odtwarzania struktury wspoétzaleznoSci miedzy zmiennymi. Weryfikacji dokonano
na podstawie wartoSci logarytmu funkcji wiarygodnoSci oraz miar jakosci dopasowania, takich
jak Energy Score i Variogram Score. Uzyskane wyniki umozliwiajg kompleksowa ocene jakosci
modeli i stanowia podstawe do dalszej analizy efektu dywersyfikacji w kontekscie zastosowan
ubezpieczeniowych.

Dane wejsciowe zostaly podzielone na dwa zbiory: treningowy i testowy. Do zbioru trenin-
gowego losowo przydzielono 66% danych, natomiast pozostate 33% utworzyly zbidr testowy.

5.3.1 Estymacja rozkladéw brzegowych

W procesie estymacji rozktadéw brzegowych wykorzystano dwa podejscia: oparte na sie-
ciach neuronowych oraz na klasycznych rozktadach parametrycznych. W pierwszym etapie,
na zbiorze treningowym, przeprowadzono proces dopasowania rozkladéw. Sieci neuronowe
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uczono w taki sposob, aby estymowane funkcje dystrybuant i gestoSci spetnialy teoretyczne wa-
runki rozktadu prawdopodobienistwa. Na wykresach ponizej przedstawiono przebieg procesu
uczenia. Réwnolegle, dla tego samego zbioru danych treningowych, przeprowadzono estymacje
rozktadéw w podejSciu parametrycznym, a nastepnie dla kazdego segmentu wybrano rozktady,
ktore w najwickszym stopniu odzwierciedlaly dane rzeczywiste. W drugim etapie, na zbiorze te-
stowym, wykonujac test Kotmogorowa-Smirnowa, dokonano niezaleznej oceny dopasowanych
rozktadéw. Przeprowadzenie testu na danych, ktérych modele nie widziaty podczas uczenia,
pozwolito zweryfikowa¢ ich zdolno$¢ do uogélniania oraz poréwnaé skuteczno$¢ podejscia
parametrycznego i opartego na sieciach neuronowych.

Estymacja z wykorzystaniem sieci neuronowych

W estymacji rozktadéw brzegowych dla poszczegdlnych segmentéw zastosowano sieci
neuronowe, ktérych zadaniem byto odwzorowanie funkcji dystrybuant £ ;i (x;) oraz odpowiada-
jacych im gestosci f, (x;), gdzie j = {1, 2, 3,4}. Dla kazdego segmentu C0020, C0040, C0050,
C0070 skonstruowano odrebng sie¢ neuronowa, uczong niezaleznie. Jak opisano w podrozdziale
5.1, aby DNN mogly by¢ interpretowane jako poprawne rozktady brzegowe, natozono na nie
ograniczenia wynikajace z teoretycznych wlasciwosci rozktadéw prawdopodobieristwa.

Proces uczenia modeli brzegowych realizowany byl w oparciu o minimalizacj¢ funkcji
kosztu L(6;), stanowigcej sume¢ wazong czterech sktadnik6w Lj)—L4):

* L) odpowiada za minimalizacj¢ ujemnego log-wiarygodnosci zgodnie ze wzorem (5.15),
* L(») wymusza nieujemnoS¢ estymowanej gestosci f}, zgodnie ze wzorem (5.17),
* L3) zapewnia normalizacje gestosci zgodnie ze wzorem (5.20),

* L4) kontroluje spelnienie warunkéw brzegowych dystrybuanty, wymuszajac przyjmowa-
nie przez funkcje F 7 wartosci 01 1 odpowiednio dla Xy 1 Xmax, zgodnie ze wzorem (5.25).

Ostateczna funkcja straty L(6;) wyznaczana jest zgodnie ze wzorem 5.27. Dla kazdego
z czterech segmentOow skonstruowano niezalezna sie¢ neuronowa. Architektura kazdej sieci
obejmowata pie¢ warstw ukrytych, a w kazdej z nich 10 neuronéw. We wszystkich warstwach
ukrytych zastosowano funkcje aktywacji tanh (tangens hiperboliczny), natomiast w warstwie
wyjSciowej uzyto funkcji sigmoid, ktéra ogranicza warto$ci wyjSciowe estymowanej dystrybu-
anty do przedziatu [0, 1], zapewniajac zgodno$¢ z wlasnosciami dystrybuanty rozktadu praw-
dopodobieristwa. Proces uczenia przeprowadzono z wykorzystaniem optymalizatora Nadam z
poczatkowym wsp6tczynnikiem uczenia réwnym 5 - 1074, Dodatkowo zastosowano adapta-
cyjng regulacje tempa uczenia za pomocg mechanizmu ReduceLROnPlateau (Chollet et al.,
2015), ktéry monitorowat warto$¢ funkcji kosztu L(6;) i automatycznie zmniejszat wspotczyn-
nik uczenia o potowe w przypadku braku poprawy przez 1000 epok. W kazdej warstwie sieci
zastosowano regularizacje typu /, z parametrem A = 0.001, ktéra ograniczata wartoSci wag neu-
ronow, redukujac ryzyko przeuczenia. Dodatkowym czynnikiem stabilizujacym proces uczenia
byty L(2) - L4), wymuszajace spelnienie wtasnosci rozktadu prawdopodobienstwa. Potgczenie
klasycznej regularizacji wag typu [», funkcji kar wynikajacych z wlasnosci prawdopodobieni-
stwa oraz adaptacyjnej kontroli tempa uczenia pozwolilo uzyskaé modele charakteryzujgce si¢
dobra zdolnoscig generalizacji.
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Na Rysunkach 5.7-5.11 przedstawiono proces dopasowywania si¢ sieci neuronowych do
poszczegdlnych segmentéw C0020, C0040, CO050 oraz CO070 w kolejnych epokach uczenia.
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Rysunek 5.7: Dopasowanie sieci neuronowych do segmentéw po 10 epokach.
Zrédto: Opracowanie whasne.
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Rysunek 5.8: Dopasowanie sieci neuronowych do segmentéw po 3000 epokach.
Zrédio: Opracowanie wlasne.
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Rysunek 5.9: Dopasowanie sieci neuronowych do segmentéw po 6000 epokach.
Zrédto: Opracowanie wlasne.
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Rysunek 5.10: Dopasowanie sieci neuronowych do segmentéw po 8000 epokach.
Zrédto: Opracowanie whasne.
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Rysunek 5.11: Dopasowanie sieci neuronowych do segmentéw po 10000 epokach.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Estymacja parametryczna

Do wskaznikéw zespolonych w poszczegdlnych segmentach dopasowywano parametryczne
rozktady prawdopodobienstwa z wykorzystaniem metody najwickszej wiarygodnosci. Dopa-
sowano nastepujace rozktady: normalny, logarytmiczno-normalny, logistyczny, weibulla oraz
gamma.

Rozktad normalny opisuje zmienng losowa o gestosci:

(x—u)z)

202

fxsp,o) = : eXp(— (5.69)

oV2r

gdzie p oznacza warto$¢ oczekiwang, a o~ odchylenie standardowe.
Rozktad logarytmiczno-normalny znajduje zastosowanie w przypadku zmiennych dodatnich
o silnej asymetrii. Jego gestoS¢ wyraza si¢ wzorem:

_(Inx = p)?

1
exp
xa\/ﬁ ( 2072

Rozktad logistyczny, bedacy symetryczng alternatywa wobec rozktadu normalnego, ma
funkcje gestosci:

fxsu, o) = ), x> 0. (5.70)

xX—pt

exp(—=
s(1+ exp(—ﬂ))z’

N

flxsp,s) = (5.71)
gdzie u to parametr potozenia, a s > 0 to parametr skali.
Rozktad Weibulla, czgsto stosowany w analizie ryzyka i niezawodno$ci, ma gestoS¢ postaci:

X

f(x;k,A) = % (%)k_] exp[— (I)k] , x>0, (5.72)

gdzie k > 0 oznacza parametr ksztaltu, a 4 > 0 parametr skali.

Rozktad gamma, stosowany do modelowania nieujemnych warto$ci losowych, definiowany
jest jako:

, _ B et e
fxa,B)=—=——x"""e", x>0, (5.73)
I'(a)

gdzie @ > 0 to parametr ksztattu, a 8 > 0 to parametr skali.

Wyb6r rozktadu nastepuje na podstawie bayesowskiego kryterium informacyjnego BIC

(Schwarz, 1978)), ktére rownowazy jakoS¢ dopasowania z liczbg parametréw modelu. Roz-
ktad o najmniejszej warto$ci BIC jest wykorzystywany w dalszych analizach. W kazdym z
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czterech segmentdw wybor pada na rozktad logistyczny, charakteryzujacy sie symetrycznym
ksztattem oraz ci¢zszymi ogonami w poréwnaniu z rozktadem normalnym. Dopasowane roz-
ktady prawdopodobieristwa wraz z oszacowanymi parametrami dla poszczegdlnych segmentéw
przedstawiono w Tabeli 5.2.

Segment Rozktad

C0020 Logis (0.76; 0.15)
C0040 Logis (0.98; 0.07)
C0050 Logis (1.01; 0.09)
C0070 Logis (0.92; 0.10)

Tabela 5.2: Dopasowane rozklady prawdopodobieristwa i ich parametry.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Ocena dopasowania rozktadow brzegowych

W dalszej czeSci przeprowadzono ocene jakoSci dopasowania modeli rozktadéw brzego-
wych na zbiorze testowym. Modele te stanowig podstawe do konstrukcji rozktadéw wielowy-
miarowych. Rozktady brzegowe wyznaczone przy uzyciu sieci neuronowych zostana nast¢pnie
wykorzystane do estymacji rozktadu wielowymiarowego z zastosowaniem drugiej architektury
sieci neuronowej, przeznaczonej do modelowania struktury zaleznoSci miedzy zmiennymi. Z
kolei rozktady uzyskane w podejSciu parametrycznym postuzg do budowy parametrycznych
modeli wielowymiarowych, w ktérych zaleznosci pomiedzy segmentami ubezpieczefi opisano
za pomocg kaskad kopul C-vine oraz D-vine.

W konsekwencji rozktady brzegowe wyznaczone na etapie analizy jednowymiarowej sta-
nowia punkt wyjscia dla dwoch alternatywnych podejs¢ do konstrukcji rozktadu wielowymia-
rowego:

1. podejscia parametrycznego, opartego na rozktadach o okreslonej postaci analitycznej,

2. podejScia nieparametrycznego, wykorzystujacego modele sieci neuronowych, umozliwia-
Jjacego elastyczne odwzorowanie zaleznosSci nieliniowych.

W celu zapewnienia obiektywnego poréwnania jakos$ci dopasowania rozktadéw brzegowych
estymowanych z wykorzystaniem podej$cia nieparametrycznego i parametrycznego przeprowa-
dzono analiz¢ na zbiorze testowym, niewykorzystywanym w procesie uczenia modeli. Wyko-
rzystanie danych testowych gwarantuje niezaleznoS¢ proby weryfikacyjnej od proby uczacej,
ogranicza ryzyko przeszacowania jakoSci dopasowania oraz umozliwia ocen¢ zdolnosci modeli
do generalizacji poza dane treningowe. Dzieki temu uzyskane wyniki lepiej odzwierciedlajg
rzeczywistg jako$¢ modeli, a nie efekt ewentualnego przeuczenia.

Punktem wyjs$cia dla oceny jakosci dopasowania jest wiasnos¢ transformacji PIT (Proba-
bility Integral Transform). Dla ciaglej dystrybuanty F oraz zmiennej losowej X ~ F zachodzi
zalezno$¢:

F(X) ~U(0,1), (5.74)
co oznacza, ze transformowane wartoSci zmiennej losowej powinny mie¢ rozktad jednostajny
na przedziale [0, 1]. Oceng jakosci dopasowania modeli brzegowych oparto na weryfikacji tej
wlasnoSci na zbiorze testowym.
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Niech {x; s}l].isl oznacza obserwacj¢ badanego wskaznika w segmencie s, pochodzaca ze
zbioru testowego, gdzie N; jest liczba obserwacji w tym zbiorze. Dla kazdej metody m €
{logistyczny, DNN} oraz kazdego x; ; obliczono wartosci

ul = P (x;y) (575)

gdzie F' ' oznacza oszacowang dystrybuante rozktadu brzegowego uzyskang odpowiednio z mo-
delu logistycznego lub z sieci neuronowej dla s-tego segmentu. Zgodno$¢ uzyskanych wartosci
{u:."s}?;l z rozktadem jednostajnym na [0, 1] weryfikowano testem Kotmogorowa—Smirnowa,

formutujac hipoteze zerowa
Ho: uj ~U(0,1). (5.76)

Wyniki oceny dopasowania przedstawiono w Tabeli 5.3.

Segment Opis rozkladu Statystyka D p-value

Parametryczny 0.088982 0.7049
Sie¢ neuronowa 0.0631 0.9613

C0020

C0040 Parametryczny 0.092183 0.6635
Sie¢ neuronowa 0.0890 0.6879

Parametryczny 0.16509 0.07128

<0050 Sie¢ neuronowa 0.1125 0.4142
Parametryczny 0.14656 0.1433
<0070 Sieé¢ neuronowa 0.0836 0.7729

Tabela 5.3: Ocena dopasowania rozkladow (test Kolmogorowa—Smirnowa) na zbiorze testowym.
Zrédto: Opracowanie whasne.

We wszystkich segmentach hipoteza Hy : uZ’s ~ U(0, 1) nie zostata odrzucona przy a = 0.05
(wynik estymacji parametrycznej dla CO050 jest graniczny, p = 0.07128). Na podstawie uzyska-
nych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze zaréwno podejScie parametryczne, jak i oparte na sieciach
neuronowych zapewniajg poprawnie skalibrowane rozktady brzegowe dla danych niewykorzy-
stywanych w procesie uczenia, co potwierdza ich zdolno$¢ do generalizacji. Jednoczesnie we
wszystkich analizowanych segmentach model oparty na sieciach neuronowych charakteryzowat
si¢ nizsza wartoScia statystyki D oraz wyzszymi wartoSciami p w poréwnaniu z modelem
parametrycznym, co wskazuje na lepsza kalibracj¢ rozktadéw prawdopodobienistwa uzyska-
nych z wykorzystaniem sieci neuronowych. Lepsze dopasowanie modeli neuronowych moze
wynikaé z ich zdolnos$ci do odwzorowania ztozonych, nieliniowych zalezno$ci w danych ubez-
pieczeniowych, ktérych modele parametryczne nie sa w stanie w petni uchwyci¢ przy zalozeniu
okreslonej postaci analitycznej rozktadu.

5.3.2 Estymacja struktury zaleznosci

W dalszej czesci dokonano analizy struktury zaleznoSci pomiedzy analizowanymi segmen-
tami ubezpieczenn w dwdch podejsSciach: nieparametrycznym oraz parametrycznym. W pode;j-
Sciu nieparametrycznym zastosowano sie¢ neuronowa odwzorowujaca nieliniowe zaleznoSci
pomiedzy zmiennymi przy zachowaniu wlasnosci teoretycznych kopuli. Natomiast w podejSciu
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parametrycznym wykorzystano kaskady kopul typu C-vine oraz D-vine, umozliwiajace dekom-
pozycje rozktadu wielowymiarowego na kopule dwuwymiarowe.

Estymacja z wykorzystaniem gtebokich sieci neuronowych

Podobnie jak w przypadku sieci dla rozktadéw brzegowych, do estymacji kopuli C(u; 6,)
wykorzystano DNN. Jej zadaniem jest odwzorowanie czterowymiarowej dystrybuanty ko-
puli oraz odpowiadajacej jej gestosci fu(u;6,). Na wejsciu model otrzymuje wektor pseudo-
obserwacji u = (uy,uz,u3,uyg) € [0, 114, uzyskanych z wczesniej wytrenowanych sieci dla
rozktadow brzegowych. Wagi sieci dla rozktadéw brzegowych zostaly zamrozone, a ich pa-
rametry nie byly aktualizowane w trakcie uczenia kopuli. We wszystkich warstwach ukrytych
zastosowano funkcje aktywacji tanh, natomiast w warstwie wyjSciowej wykorzystano funkcje
aktywacji sigmoid, ktéra ogranicza wartosci wyjSciowe estymowanej dystrybuanty do prze-
dziatu [0, 1].

Proces uczenia modelu kopuli realizowany byt w oparciu o minimalizacj¢ funkcji kosztu
L.(6.) opisanej we wzorze (5.53), stanowigcej wazong sume pieciu sktadnik6w L. )—L(s):

* L(1) odpowiada za minimalizacj¢ ujemnego log-wiarygodnosci (tj. maksymalizacje funk-
cji wiarygodnoSci, odpowiadajacej dopasowaniu modelu do danych), zgodnie ze wzo-
rem (5.35),

* L.(2) wymusza nieujemnoS§¢ estymowanej gestosci f. poprzez zastosowanie funkcji ReLu
na ujemnych wartoSciach gestosci, zgodnie ze wzorem (5.38),

* L.(3) zapewnia normalizacj¢ gestoSci w przestrzeni [0, 11, minimalizujac odchylenie
catki z estymowanej gestosci od jednoSci, zgodnie ze wzorem (5.40),

* L (4) kontroluje spetnienie warunkéw brzegowych kopuli zgodnie ze wzorem (5.45),

* L.(5) minimalizuje odchylenie pomiedzy wartoSciami modelowej dystrybuanty Fo(u;;0)
a jej empirycznym odpowiednikiem femp(ui), zgodnie ze wzorem (5.51).

Uczenie przeprowadzono przy uzyciu optymalizatora Nadam z poczatkowym wspéiczynni-
kiem uczenia 5 - 107, a jego warto$¢ byla adaptacyjnie regulowana zgodnie z zasada ReduceL -
ROnPlateau (Chollet et al., 2015), ktéra automatycznie zmniejszala tempo uczenia o potowe w
przypadku braku poprawy funkcji celu przez okreslone 1000 epok. Architektura sieci obejmuje
cztery warstwy ukryte, a w kazdej z nich znajduje si¢ 10 neuronéw. W kazdej warstwie ukrytej
kopuli wykorzystano regularizacje typu /[, z parametrem A = 0.001. Dodatkowo, sktadniki funk-
cji kosztu L. (2)—L.(4) petnity funkcje regularizacyjng, podobnie jak w modelu sieci rozktadow
brzegowych.
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Rysunek 5.12: Funkcje ograniczajace L. (2)—L.(s) dla sieci neuronowej kopuli.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Na Rysunku 5.12 przedstawiono przebiegi poszczegdlnych sktadnikéw funkcji ogranicza-
jacych L.()—L(5), odpowiadajacych za wlasnosci teoretyczne kopuli w trakcie uczenia sieci
neuronowej kopuli € (u; 6,.). Wszystkie krzywe strat malejg do zera, co potwierdza skuteczno$¢
procesu optymalizacji oraz stabilne dopasowanie modelu do danych. We wszystkich przypad-
kach zauwazalny jest charakterystyczny dla sieci neuronowych etap gwattownej redukcji biedu
w poczatkowej fazie uczenia, po ktérym nastepuje stopniowa stabilizacja wartoSci w poblizu
zera. Takie zachowanie §wiadczy o prawidtowej zbieznoSci procesu uczenia. Model stopniowo
spetnia wszystkie teoretyczne warunki kopuli. Brak oscylacji lub wzrostéw strat w koricowych
etapach uczenia wskazuje, ze proces uczenia przebiegatl stabilnie numerycznie, a gradienty nie
ulegaly ani zanikaniu, ani eksplozji. WartoSci wszystkich funkcji ograniczajacych natozonych na
sie¢ po osiagnieciu stabilnego minimum utrzymujg si¢ na niskim poziomie przez reszt¢ procesu
uczenia. Oznacza to, ze model osiggnat punkt optymalny, w ktérym rownoczesnie spetnione sg
warunki definicyjne kopuli oraz zapewnione jest wlasciwe dopasowanie do rozktadu empirycz-
nego. Stabilny przebieg strat potwierdza réwniez skutecznos$¢ zastosowanej regularizacji [, oraz
funkcji ograniczajacych, ktére zapobiegly nadmiernemu dopasowaniu do danych treningowych.
Brak wzrostu btedu po osiggnieciu minimum wskazuje, ze model nie ulega przeuczeniu. Osta-
tecznie uzyskany model mozna uznaé za zbiezny, stabilny i zgodny z teoretycznymi zalozeniami
kopuli.
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Estymacja parametryczna

Struktura C-vine

Struktura C-vine stanowi hierarchiczng reprezentacje struktury zalezno$ci pomigdzy zmien-
nymi, w ktorej na kolejnych poziomach (drzewach) modelowane sa zar6wno zaleznoSci mig-
dzy zmiennymi, jak i zaleznoSci warunkowe. Konstrukcja opiera si¢ na wyborze zmiennej
centralnej w pierwszym drzewie oraz dopasowaniu kopul dwuwymiarowych do par utworzo-
nych z tym weztem. W kolejnych drzewach analizowane sg zaleznoSci pomigdzy pozostatymi
zmiennymi, warunkowane przez zmienne juz uwzglednione. Dzigki temu C-vine umozliwia
elastyczne opisanie zaréwno prostych, jak i bardziej ztozonych zaleznosci wielowymiarowych.
W procesie estymacji zastosowano porzadkowanie oparte na wspotczynniku 7 Kendalla, ktory
umozliwia identyfikacj¢ zmiennej o najsilniejszych powigzaniach z pozostatymi zmiennymi.
Wybrana zmienna staje si¢ korzeniem pierwszego drzewa. Wybér odpowiednich rodzin kopul
dla poszczeg6lnych krawedzi dokonany zostal przy uzyciu kryterium informacyjnego AIC, co
zapewnia kompromis mi¢dzy dopasowaniem a ztozonoscig modelu. W oparciu o t¢ konstrukcje
dopasowano strukture C-vine, opisujacg wspotzaleznosci pomiedzy segmentami C0020, C0040,
C0050 oraz C0070. Na Rysunku 5.13 przedstawiono wyrysowane drzewa dla kopuli C-vine:

Tree 1 Tree 2 Tree 3

“4(0.29)

[ coooo | =

t(-0.02)

t(0.13)

L cooto

Rysunek 5.13: Struktura drzew kopuli C-vine dla segmentéw C0020-C0070.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Na krawedziach drzew przedstawiono dopasowane kopule dwuwymiarowe, a w nawiasach
podano wartosci wspofczynnika Kendalla r dla kazdej dobranej kopuli. W drzewie 77 centralng
zmienng jest C0020, ktéra tworzy pofaczenia z pozostatymi segmentami. Najsilniejsza zalezno$¢é
o wspotczynniku 7 = 0.29 wystepuje pomiedzy C0020 a C0070 i zostata opisana kopulg t-
Studenta. Zmienna C0020 wykazuje rowniez umiarkowang zalezno$¢ z C0040, modelowang
kopula t-Studenta (7 = 0.13), natomiast z CO050 wiaze ja bardzo staba zaleznoS¢ opisana kopula
t-Studenta (7 = 0.02). W drzewie T, analizowane sg zaleznoS$ci warunkowe. Najsilniejsza z nich
to polaczenie pomiedzy (C0020,C0040) a (C0020,C0050), opisane kopulg Gumbela z 7 =
0.23. Nieco stabsza zalezno$¢ (r = 0.11) wystepuje miedzy (C0020,C0050) a (C0070,C0020),
rowniez modelowana kopula t-Studenta. W drzewie 73 uwzgledniono zaleznoSci wyzszego
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rzedu. Zalezno$¢ pomiedzy (C0070,C0050 ; C0020) a (C0050,C0040 ; C0020) zostata opisana
kopulg t-Studenta z ujemnym wspétczynnikiem 7 = —0.02, co wskazuje na bardzo stabg
odwrotng korelacje mi¢dzy tymi zmiennymi warunkowymi.

Struktura D-vine

W przeciwienstwie do struktury C-vine, w ktdrej jedna zmienna petni role centralng 1 tworzy
potaczenia z pozostaltymi zmiennymi, struktura D-vine zakfada uporzagdkowanie zmiennych w
formie sekwencji. Kazda z nich jest powigzana jedynie z najblizszymi sgsiadami, co sprawia,
ze zalezno$ci pomigdzy zmiennymi przyjmujg posta¢ taficucha. W pierwszym drzewie ana-
lizowane sa bezpoSrednie zaleznoSci pomiedzy zmiennymi sgsiadujacymi, natomiast kolejne
drzewa opisuja zaleznoSci pomi¢dzy parami bardziej oddalonymi, z uwzglednieniem zmien-
nych warunkujacych. Takie ujecie pozwala lepiej przedstawic lokalny charakter wspoétzaleznosci
oraz uporzadkowang strukture powigzan w danych. Budowe modelu D-vine rozpoczyna si¢ od
ustalenia optymalnego porzadku zmiennych, a nast¢pnie dopasowuje si¢ kopule dwuwymiarowe
dla poszczegdlnych krawedzi i stopniowo modeluje zaleznos$ci warunkowe w kolejnych etapach
konstrukcji. Problem wyboru porzadku w drzewie 77 jest sprowadzony do problemu komiwo-
jazera. Buduje si¢ graf petny wazony, ktérego wierzchotkami sa zmienne losowe X1, X», X3, X4
opisujace segmenty. Nastepnie do kazdej krawedzi taczacej wierzcholtki przypisuje si¢ wagi,
obliczajac 1 —|7; ;| dla i, j € {1,2,3,4}. Wyznacza si¢ najkrétsza droge, zaczynajaca si¢ z kaz-
dego wierzcholka, a nast¢pnie sposréd najkrétszych drég z kazdego wierzchotka wybierana jest
ta najkrétsza. Po wybraniu porzadku w pierwszym drzewie modelowana jest struktura D-vine,
ktora jest przedstawiona na Rysunku 5.14.

Tree 1 Tree 2 Tree 3

1(8713)
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Rysunek 5.14: Struktura drzew kopuli D-vine dla segmentéw C0020-C0070.

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Na krawedziach drzew zapisano dopasowane kopule dwuwymiarowe, a w nawiasach okrg-
glych podano wartoSci wspoiczynnika T Kendalla dla kazdej dobranej kopuli.

W drzewie T; centralng zmienng jest C0020, ktora tworzy polaczenia z pozostatymi segmen-
tami. Najsilniejsza zaleznosS¢ o wspoétczynniku 7 = 0.29 wystepuje pomigdzy C0020 a C0070 1
zostata opisana kopulg t-Studenta. Zmienna C0020 wykazuje rowniez umiarkowang zalezno$¢
z C0040, modelowang kopulg t-Studenta (7 = 0.13); natomiast zalezno$¢ pomiedzy C0040 a
C0050 zostata opisana kopulg Gumbela z 7 = 0.24.
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W drzewie T, analizowane sg zaleznoSci warunkowe. Najstabsza z nich, o niewielkiej ujem-
nej wartoSci 7 = —0.02, wystepuje pomiedzy (C0050,C0040) a (C0040,C0020) 1 zostata opisana
kopulg t-Studenta. Zaleznos$¢ miedzy (C0040,C0020) a (C0020,C0070) ma wspétczynnik 7 = 0
1 zostata réwniez opisana kopula t-Studenta.

W drzewie T3 uwzgledniono zaleznoSci wyzszego rzedu. ZaleznoS¢ pomiedzy (C0050,
C0020;C0040) a (C0040,C0070;C0020) zostata opisana kopulg Claytona o wspotczynniku 7 =
0.15, co wskazuje na umiarkowang dodatnig zalezno$¢ miedzy tymi zmiennymi warunkowymi.

5.3.3 Ocena dopasowania rozkladu wielowymiarowego

Po wyznaczeniu rozktadéw brzegowych oraz kopul opisujacych strukture zaleznosci pomig-
dzy zmiennymi, zgodnie z twierdzeniem Sklara, skonstruowano wielowymiarowe rozktady na
podstawie zbioru danych treningowych. W analizie zastosowano dwa odmienne podej$cia mo-
delowania: parametryczne oraz nieparametryczne. Pierwsze z nich ma charakter parametryczny
1 opiera si¢ na estymacji rozktadu wielowymiarowego poprzez wykorzystanie rozktadéw brze-
gowych o postaci analitycznej oraz kopul, opisujacych strukture zaleznoSci z rodzin kaskad
C-vine i D-vine. W tym celu, na podstawie przeprowadzonych analiz dopasowania, dla kazde;j
zmiennej przyjeto rozktad logistyczny, ktéry nastepnie potaczono z wykorzystaniem kaskad
kopul C-vine oraz D-vine, odwzorowujacych zaleznos$ci pomiedzy komponentami wektora lo-
sowego. Drugie podejScie ma charakter nieparametryczny i wykorzystuje modelowanie oparte
na sieciach neuronowych. W tym przypadku zaréwno rozklady brzegowe, jak i struktura zalez-
nosci pomigdzy zmiennymi sg estymowane bezposrednio przez sie¢ neuronowa, co umozliwia
wieksza elastycznoS¢ modelu 1 pozwala uchwycic¢ nieliniowe relacje migdzy zmiennymi.

Ocena wyznaczonych wielowymiarowych rozkladéw zostata przeprowadzona w dwoéch
ujeciach. W pierwszym z nich modele oceniono na podstawie danych testowych, ktére nie
byly wykorzystywane w procesie uczenia. Takie podejscie pozwala na obiektywng weryfikacje
jakos$ci dopasowania modelu oraz ocen¢ jego zdolnosci do generalizacji poza zbidr treningowy.
W ramach tej analizy wyznaczano Srednig warto$¢ logarytmu funkcji wiarygodnosci, zgodnie
ze wzorem (5.62), ktéra informuje o stopniu zgodnoSci pomiedzy rozktadem generowanym
przez model a empirycznym rozktadem danych. Wysoka warto$¢ tej miary §wiadczy o tym, ze
model trafnie odwzorowuje strukture zaleznoSci pomiedzy zmiennymi oraz poprawnie opisuje
ich wsp6lng zmienno$¢ w danych testowych.

Model Srednia log-wiarygodnos¢
C-vine 1.429865

D-vine 1.34221

Sie¢ neuronowa 3.116601

Tabela 5.4: Srednia logarytmiczna wiarygodno$¢é modeli na zbiorze testowym.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Wyniki w Tabeli 5.4 pokazuja wyrazna réznice miedzy podejSciem parametrycznym a nie-
parametrycznym. Miara logarytmu wiarygodnosSci dla modelu sieci neuronowej jest dwukrotnie
wyzsza niz dla modeli parametrycznych. Pokazuje to, ze model oparty na sieciach neurono-
wych znacznie lepiej opisuje zmienno$¢ i zaleznoSci wystepujgce w danych testowych. Wartosci
miary dla modeli parametrycznych sg istotnie nizsze i zblizone do siebie. Podane warto$ci miary
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potwierdzaja, iz podejsScie oparte na sieciach neuronowych jest bardziej elastyczne 1 ma lepsze
zdolnoSci w modelowaniu ztozonych struktur zaleznoSci niz podejScie parametryczne. Tym
samym model oparty na sieci neuronowej w lepszym stopniu odzwierciedla empiryczny roz-
ktad danych. W procesie generowania realizacji bedzie on tworzyl probki bardziej zblizone
do rzeczywistych obserwacji niz modele parametryczne. Drugie podejscie oceny dopasowania
modeli opiera si¢ na analizie jakoSci realizacji generowanych z wyznaczonych rozkltadow w
poréwnaniu z danymi rzeczywistymi. W tym celu z kazdego modelu wylosowano 10000 reali-
zacji, ktdére nastepnie poréwnano z obserwacjami rzeczywistymi przy uzyciu miar Energy Score
oraz Variogram Score, obliczonych zgodnie ze wzorami (5.66) i (5.68). Miary te umozliwiaja
iloSciowa ocene podobiefistwa pomiedzy rozktadem generowanym przez model a rozktadem
empirycznym, bez koniecznosci analitycznego wyznaczania gestoSci. Nizsze wartoSci obu miar
wskazujg na mniejsza odlegtos¢ pomiedzy realizacjami generowanymi przez model a danymi
rzeczywistymi, co oznacza, ze wygenerowane realizacje sg ,,blizej"danych rzeczywistych.

Model Energy Score Variogram Score
C-vine 0.1783883 0.3448577
D-vine 0.1808768 0.3343024
Sie¢ neuronowa 0.177288 0.318990

Tabela 5.5: WartoSci miar Energy Score i Variogram Score dla analizowanych modeli.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Wyniki w Tabeli 5.5 uzyskane dla miar Energy Score oraz Variogram Score wskazuja, ze
model oparty na sieciach neuronowych osiggnat najnizsze wartoSci obu wskaznikéw. Oznacza
to, ze generowane przez niego realizacje w najwickszym stopniu odzwierciedlajg dane rzeczy-
wiste. Z kolei modele parametryczne, oparte na kopulach C-vine i D-vine, uzyskaly wyzsze
warto$ci tych miar, co sugeruje, ze ich zdolno$¢ do uchwycenia ztozonych i nieliniowych zalez-
nosci pomi¢dzy zmiennymi jest w pewnym stopniu ograniczona. Uzyskane rezultaty sg spdjne
z wezeSniejsza analizg logarytmu funkcji wiarygodnoSci, potwierdzajac, ze podejscie wykorzy-
stujace sieci neuronowe lepiej odwzorowuje rzeczywisty rozktad danych oraz wykazuje wicksza
efektywnos$¢ w generowaniu realistycznych realizacji.

5.4 Wyznaczanie efektu dywersyfikacji

Efekt dywersyfikacji mierzy korzySci wynikajace z agregacji ryzyka. Warto$¢ efektu dywer-
syfikacji jest zdeterminowana sposobem modelowania struktury zaleznoS$ci. Opisanie struktury
zalezno$ci na rzeczywistym poziomie jest zatem kluczowa kwestig. W niniejszym podrozdziale
efekt ten zostal wyznaczony w oparciu o dwa podejscia:

1. Podejscie parametryczne:

(a) Za pomocg formuly standardowe;j:
* zakladajac macierz korelacji dang przez tworcow dyrektywy,
 zakladajac niezaleznoS$¢ liniowg miedzy zmiennymi losowymi opisujacymi
moduly ryzyka (wartoSci korelacji miedzy wszystkimi modutami ryzyka sa
réwne 0),
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* zakladajac pelng zaleznos¢ liniowa miedzy zmiennymi losowymi opisujacymi
moduly ryzyka (warto$ci korelacji pomiedzy wszystkimi modutami ryzyka sg
réwne 1).

(b) Przy zatozeniu braku informacji na temat zaleznoSci — w tym przypadku wyznaczono
przedzialy zgodnie z algorytmem ARA.

(c) Wyznaczajac strukture zaleznoSci za pomoca kopuli typu C-vine oraz D-vine, przy
rozktadach brzegowych dopasowanych parametrycznie.

2. PodejScie nieparametryczne:

(a) Wyznaczajac pelny rozktad wielowymiarowy, w ktérym zaréwno rozktady brze-
gowe, jak i struktura zaleznoSci zostaly oszacowane przy wykorzystaniu modelu
opartego na sieciach neuronowych.

Wyniki przeprowadzonych analiz przedstawiono w Tabeli 5.6, ktéra syntetycznie zestawia
wartos$ci efektu dywersyfikacji uzyskane dla poszczegélnych modeli:

Model Wartos$é dolna Wartos$é gérna
Algorytm ARA -0.29 0.90
Macierz korelacji 0.00 0.49
C-vine 0.32

D-vine 0.35

Sie¢ neuronowa 0.56

FS 0.28

Tabela 5.6: Wartosci graniczne i odniesienia dla modeli zaleznoSci.

Zrédto: Opracowanie whasne.
Dla petlniejszego zobrazowania uzyskanych wynikéw, wartoSci te zostaly przedstawione

graficznie na Rysunku 5.15, co umozliwia fatwiejsza ocene réznic pomiedzy poszczegdlnymi
podejSciami:
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Rysunek 5.15: Otrzymane efekty dywersyfikacji.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

W przypadku zastosowania algorytmu ARA uzyskano najszerszy zakres mozliwych wartosci
efektu dywersyfikacji, mieszczacy si¢ w przedziale od —0.29 do 0.90. Wynika to z faktu, iz w
tej metodzie zaktada si¢ jedynie znajomos¢ rozktadéw brzegowych, bez informacji o strukturze
zaleznoSci. Przedzial ten mozna interpretowac jako pelny zakres mozliwych wartosci efektu
dywersyfikacji, zaleznych od przyjetej struktury zalezno$ci pomi¢dzy zmiennymi.

Nastepnie zakres niepewnoSci wynikajacy z przyjetej struktury zaleznoSci zostat ograni-
czony do przypadku, w ktérym zalozono, ze zalezno$ci migedzy agregowanymi segmentami
maja charakter liniowy. Przeprowadzono analiz¢ wplywu wartosci wspétczynnika korelacji na
efekt dywersyfikacji, uzyskujac wyniki w przedziale od 0.00 do 0.49.

Ograniczenie si¢ wytacznie do liniowej struktury zaleznos$ci powoduje zatem zmniejszenie
przedzialu niepewnosci. Zgodnie z FS, efekt dywersyfikacji dla macierzy korelacji podane;j
przez twércow dyrektywy wynosi 0.28.

W dalszej czesci analizy efekt dywersyfikacji zostat okreS§lony z wykorzystaniem dwoch po-
dejs¢: parametrycznego oraz nieparametrycznego. Oba podejScia opierajg si¢ na modelowaniu
zaleznoS$ci pomiedzy segmentami przy uzyciu kopuli, co pozwala na elastyczne i precyzyjne
odwzorowanie zaleznos$ci wystepujacych w danych. W podejSciu parametrycznym zalezno$ci
pomiedzy zmiennymi modelowane s3 z wykorzystaniem kaskad kopul C-vine oraz D-vine, kt6re
umozliwiaja dekompozycje wielowymiarowej struktury zaleznoSci na kopule dwuwymiarowe.
Takie rozwigzanie pozwala uchwyci¢ zlozone, czgsto nieliniowe zaleznosci mi¢dzy zmiennymi
oraz doktadniej odzwierciedli¢ charakter zaleznoSci obserwowanych w rzeczywistych danych.
Poréwnanie wynikéw uzyskanych w podejSciu parametrycznym z wartoS$cig referencyjng FS
wskazuje na wyzszy efekt dywersyfikacji. Dla modelu C-vine warto$¢ efektu dywersyfikacji
wynosi 0.32, natomiast dla modelu D-vine 0.35. W podejsSciu nieparametrycznym, w ktérym
zarowno rozklady brzegowe, jak i struktura zaleznoS$ci zostaly oszacowane z wykorzystaniem
sieci neuronowych, uzyskano jeszcze wyzszg wartosS¢ efektu dywersyfikacji rowna 0.56. Model
nieparametryczny oparty na sieci neuronowej uzyskal najwyzszg warto$¢ Sredniej logarytmu
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wiarygodnoSci na zbiorze testowym, co potwierdza jego lepsze dopasowanie do rzeczywistej
struktury zaleznoSci mi¢dzy segmentami w poréwnaniu z modelami parametrycznymi. Analiza
miar energetycznych wskazuje, ze generowane przez niego realizacje cechujg si¢ mniejszym
btedem dopasowania, co Swiadczy o wyzszej jakoSci modelu. Lepsze dopasowanie rozktadu
wielowymiarowego przektada sie na oszacowanie efektu dywersyfikacji, ktdre jest blizsze war-
toSci odpowiadajacej rzeczywistej strukturze wspotzaleznosci. Uzyskana w podejSciu z sieciami
neuronowymi warto$¢ 0.56 znacznie przewyzsza wyniki dla kaskad kopul C-vine i D-vine, co
potwierdza skuteczno$¢ rozwigzania nieparametrycznego.
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6. Ocenaryzyka modelu wynikajgca z niepewnosci struktury
zaleznoSci

W czwartym rozdziale zwrécono uwage na znaczenie ryzyka modelu w procesie oceny
wyplacalnos$ci zaktadéw ubezpieczenn. Odnoszac ten problem do FS, mozna go sformutowac
nastepujaco: w jakim stopniu metoda agregacji kapitatowych wymogéw wyptacalnosci przyjeta
w FS jest odporna na bledng lub niepelng specyfikacje struktury zaleznoSci miedzy rodzajami
ryzyka ubezpieczyciela oraz w jakim stopniu odpornos¢ tej formuty wptywa na warto$¢ wy-
mogu kapitatowego SCR. Identyfikacja wtasciwej struktury zalezno$ci ma kluczowe znaczenie,
poniewaz jej bfedne lub nadmiernie uproszczone okreslenie moze prowadzi¢ do istotnych kon-
sekwencji finansowych, co ilustrujg przyktady przedstawione w podrozdziale 4.1.

W rozdziale 2 przedstawiono algorytmy umozliwiajace ocen¢ niepewnosci warto$ci za-
grozonej (VaR), wynikajacej z niepewnosci dotyczacej struktury zaleznosSci pomiedzy agre-
gowanymi czynnikami ryzyka. Istotne znaczenie ma tutaj analiza wrazliwo$ci miary ryzyka
na niepewnos$¢ struktury zalezno$ci w procesie agregacji ryzyka. Zaprezentowano m.in. algo-
rytmy, ktére nie wymagajg zadnej informacji o strukturze zalezno$ci. W niniejszym rozdziale
rozwijana jest ta tematyka. Przedstawiono cztery algorytmy umozliwiajgce ocen¢ niepewnosci
wyznaczania VaR przy r6znym zakresie informacji o zalezno$ciach.

W pierwszym z zaprezentowanych algorytmow (Algorytm 1) przyjeto zatozenie o istnieniu
wielowymiarowego rozktadu normalnego, natomiast brakowato pewnosci co do wartoSci wspot-
czynnikéw korelacji liniowej. Algorytm ten pozwala bada¢, w jaki sposéb zmiany w macierzy
korelacji pomi¢dzy agregowanymi zmiennymi losowymi (ryzykami ubezpieczyciela) wplywaja
na warto$¢ VaR. Umozliwia to ocen¢ odpornosci efektu dywersyfikacji obliczonego z wyko-
rzystaniem FS, w ktorej ryzyka agregowane s3 metodg wariancji—kowariancji, na niepewnos¢
wynikajaca z przyjetej macierzy korelacji.

Korelacja Pearsona, w odréznieniu od miary tau Kendalla, zalezy nie tylko od struktury
zalezno$ci (kopuli), lecz takze od rozktadéw brzegowych. Dla kopul z rodziny Archimedesa
nie istnieje prosty wzor faczacy parametr kopuli z korelacja Pearsona, poniewaz zawsze zalezy
on od wyboru rozktadéw brzegowych. W oparciu o metode siecznych opracowano algorytm
(Algorytm 3) wyznaczajacy parametr zaleznoSci dla kopul Archimedesa dla zadanych rozkta-
dow brzegowych oraz zadanej korelacji liniowej. Opisywany algorytm odnosi si¢ do zaleznoSci
opisanych za pomocg kopul z rodziny Archimedesa. Idac krok dalej, rozwazono problem znale-
zienia dla ustalonej wartosci korelacji liniowej takiej struktury zaleznos$ci, ktéra maksymalizuje
warto$¢ VaR. Majac informacje o rozkladach brzegowych i stosujac optymalizacje wielokry-
terialng w sensie Pareto, opracowano algorytm (Algorytm 2), ktéry rozwiazuje to zagadnienie.
Oba zaprezentowane algorytmy odnosza si¢ zatem do analizy wrazliwoSci efektu dywersyfikacji
na struktury zaleznoSci charakteryzujgce si¢ identycznymi wspoétczynnikami korelacji liniowe;j
pomiedzy agregowanymi rodzajami ryzyka.

Zbudowane trzy pierwsze algorytmy odnosza si¢ do analizy wrazliwosci na korelacje li-
niowa. Czwarty algorytm uwzglednia szerszy zakres informacji o strukturze zaleznoSci. W
praktyce stosunkowo prosto mozna oszacowac strukture zaleznosci w czeSci centralnej roz-
ktadu, natomiast problematyczne jest okreSlenie zaleznoSci w ogonach rozktadéw. W kontek-
Scie Solvency II ma to szczegdlne znaczenie, poniewaz przy wyznaczaniu VaR( 995 dominujg
zaleznoSci ogonowe. W odpowiedzi na pytanie, jak zaleznoSci w ogonach wplywaja na war-
to$¢ VaR, opracowano algorytm (Algorytm 4) oparty na znieksztalconej mieszance kopul oraz
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algorytmie symulowanego wyzarzania.

Opracowane autorskie algorytmy przyczynily si¢ do realizacji celéw badawczych: C4, C5,
C7, C8. Wszystkie zaproponowane algorytmy mozna sprowadzi¢ do wspdélnego zagadnienia,
jakim jest analiza wrazliwosci wartosci VaR na niepewno$¢ struktury zaleznoSci w procesie
agregacji ryzyka. Realizujac cele C4 1 C8, opracowane algorytmy w polaczeniu z miarami
iloSciowymi pozwalaja na stosowanie podejScia iloSciowego do oceny ryzyka modelu.

6.1 Analiza wplywu niepewnosci macierzy korelacji liniowej na wartos¢
VaR w wielowymiarowym modelu normalnym

Metoda agregacji wykorzystana w FS zaklada, ze agregowane rodzaje ryzyka majg wie-
lowymiarowy rozkfad normalny, tzn. rozktady brzegowe sg normalne, a zaleznoSci pomiedzy
nimi opisuje macierz korelacji. W tym ujeciu istotne staje si¢ pytanie o wrazliwos¢ oszacowan
warto$ci VaR na parametry tej macierzy. Innymi stowy, nalezy zbadaé, w jaki sposéb zmiany
poszczegdlnych elementéw macierzy korelacji przektadaja si¢ na wartoS¢ wyznaczonego VaR.
Zgodnie z postanowieniami dyrektywy, wartoSci wspétczynnikéw korelacji sg jednoznacznie
okreslone i stanowig element obligatoryjny FS. Niezaleznie od tego, ze zaktad ubezpieczen
moze, w oparciu o wlasne dane empiryczne, wyznaczy¢ macierz korelacji odbiegajaca od tej
wskazanej w regulacji, jest zobligowany do stosowania macierzy okreslonej w dyrektywie.

Algorytm umozliwia analize¢ wplywu zmian zaréwno pojedynczej, jak 1 wielu wartosci
korelacji miedzy ryzykami na warto$¢ VaR. Opracowana metoda umozliwia iloSciowg ocene
wplywu niepewnosci macierzy korelacji na wynik agregacji ryzyk w ramach FS. Umozliwia
ona analize, w jakim stopniu przyjete w FS wartoSci wspotczynnikow korelacji, ktdre sg jedynie
pojedynczymi liczbami opisujacymi ztozone zaleznoSci liniowe, badaja wptyw zmian wartosci
korelacji na warto$¢ zagregowanego VaR oraz efekt dywersyfikacji. W praktyce rzeczywi-
ste zaleznoSci migdzy ryzykami mogg miesci¢ si¢ w szerszym przedziale. dlatego metoda ta
pozwala bada¢ stabilno$¢ wynikéw réwniez w sytuacji, gdy korelacje odbiegaja od wartosci
bazowych okreslonych w regulacjach, jak réwniez od korelacji wyznaczonej przez sam zaktad.
Dzigki temu stanowi ona praktyczne narzedzie do oceny wrazliwosci 1 odpornosci modelu na
niepewno$¢ w estymacji zalezno$ci miedzy ryzykami, a tym samym identyfikuje ograniczenia
ryzyka modelu w ramach FS. Algorytm ma nastepujacy przebieg:

Algorytm 1

1. Okresla macierz korelacji miedzy analizowanymi rodzajami ryzyka, przyjmujac jej wyj-
Sciowg postac¢ zgodng z zatozeniami FS.

2. Wybiera jeden lub kilka elementéw macierzy korelacji, ktére beda podlegaly modyfikacji.

3. Dokonuje zmian warto$ci wybranych wspétczynnikéw korelacji o zadang wielkos$¢, sy-
metrycznie wzgledem przekatnej macierzy.

4. Na podstawie zmodyfikowanej macierzy ponownie oblicza zagregowang warto$¢ VaR.

5. Poréwnuje uzyskane wyniki z warto$cig bazowg, oceniajac, jak zmiany poszczegdlnych
korelacji wptywaja na wynik agregacji oraz efekt dywersyfikacji.
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6. Analizuje wrazliwo$¢ modelu na zmiany korelacji, umozliwiajac identyfikacje przedziatu
istotnoSci, w ktéorym modyfikacje tych parametréw nie prowadza do statystycznie zna-
czacych réznic w wartosci VaR.

W analizie wrazliwosci jedno- i wieloczynnikowej ocenia si¢ wplyw jednoczesnych zmian
jednego, dwoch lub wiekszej liczby parametrow modelu na zagregowang warto$¢ VaR. Szcze-
g6ty algorytmu przedstawione s3 ponizej. Rozwazania prowadzi si¢ dla SCR, zgodnie z FS,
gdzie SCR definiuje si¢ jako réznice VaRgg9s i Sredniej, natomiast W = [SCRy,...,SCRy]
oznacza wektor wymogéw kapitatowych poszczegdlnych rodzajéw ryzyka. Gdy Srednia jest
réwna 0, zachodzi tozsamos$¢ SCR = VaR. Przyjmuje si¢, ze w procesie agregacji uczestniczy
d ryzyk, w zwiazku z czym obliczenia prowadzi si¢ dla macierzy wymiaru d X d.

Definiuje si¢ macierz R*, otrzymang z macierzy R poprzez modyfikacje wybranych elemen-
tow o &j, gdzie indeks £ identyfikuje zastosowang perturbacj¢ &j. Poniewaz macierz korelacji
jest symetryczng macierzg kwadratowg wymiaru d X d, zmiany wartoSci korelacji wprowadza
si¢ symetrycznie wzgledem przekatne;.

Zatem liczba mozliwych zmian odpowiada liczbie wyrazéw pod przekatna, czyli w.
Jesli dokonuje si¢ 2k zmian wyrazéw macierzy R (k pod przekatng i k symetrycznie nad
przekatna), to istnieje

dld-1)
( 2 ) (6.1)

k

mozliwosci wyboru tych zmian.
Dalej definiuje si¢ macierz S;, j, wymiaru d X d, ztozona z zer, z wyjatkiem jedynki wyste-
pujacej wylacznie na pozycji (ip, ji). Formalnie mozna jg zapisaé jako:
Sinjn = eihe;—'h’ (6.2)
gdzie ¢;, oznacza wektor bazowy z jedynka na pozycji i 1 zerami w pozostatych miejscach.
Innymi stowy:
1, na pozycji (in, jn),
Sin.jn = 6.3
0, w pozostatych miejscach.

Przyktadowa postac takiej macierzy wyglada nast¢pujaco:

0 ... 0 --- 0]
Siin=10 -+ 1 -+ 0], (6.4)
0 - 0 --- 0]

gdzie jedynka znajduje si¢ w iy — tym wierszu i jj, — tej kolumnie.

Taka konstrukcja pozwala w prosty sposéb opisa¢ dowolng modyfikacje wyrazéw macierzy
korelacji R. Jesli wybrany wyraz macierzy (i, j,) oraz symetrycznie (j,i,) s zwigkszone o
&n, to nowa macierz korelacji R* mozna zapisac jako:

k
R =R+ (shS,-h P ,h,-h). 6.5)
h=1
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Korzystajac z powyzszej postaci macierzy R*, wyznacza sic WR*W:

M~

WRWT = W(R + 2 (EnSi i+ nSiin) )WT

- (6.6)
=WRWT + > &y (WS, W + WS, WT).
h=1
Poniewaz dla ustalonych iy, 1 jj:
shWSihthT = &pSCR;,SCR;,, (6.7)
oraz
:EhWth,-hWT = &SCR;,SCR;,, (6.8)
otrzymuje sie¢:
k
WR*WT = WRWT +2 enSCR;,SCR;, . (6.9)
h=1

Powyzsze obliczenia prowadza do nastepujacego ogolnego wniosku. Niech R bedzie syme-
tryczng macierzg korelacji, a (i, j;) 0znacza numer wiersza i kolumny pod przekatng macierzy
R, do ktérej dodano g, dlah € {1,2,...,k}, k < @ (analogicznie, (iy, j,) 0znacza numer
wiersza 1 kolumny nad przekatng macierzy R, do ktérej dodano &p). Przeksztatcong macierz
zapisano jako R*. Wtedy dla dowolnego W otrzymano:

WR*WT = WRW' +2

k
enSCR;, SCR),. (6.10)

h=1
Z powyzszego wniosku wynika, ze jesli dokonuje si¢ k zmian warto$ci korelacji w macie-
rzy R, a kazda korelacj¢ zmieniamy odpowiednio o &1, ..., &, to WR*WT jest réwny sumie
WRWT (gdzie macierz R jest macierza, w ktérej zostaty wykonane zmiany) oraz podwojonych

iloczynéw wymogow kapitalowych, miedzy ktérymi zmieniamy wartoS¢ korelacji 1 wartosci
zmiany &j,.

6.2 Maksymalizacja wartoSci VaR przy ustalonej korelacji liniowej

Warto$¢ korelacji liniowej opisuje w sposdb jednoznaczny jedynie zaleznosci liniowe. Zatem
moze istnie¢ wiele réznych struktur zaleznoSci dla tej samej warto$¢i korelacji liniowej. Przyj-
mujac zadane rozktady brzegowe oraz ustalong macierz korelacji, poszukiwany jest taki rozktad
wielowymiarowy, ktéry, przy zachowaniu zadanej korelacji liniowej, prowadzi do maksymal-
nej warto$ci VaR. Pokazuje, ze korelacja liniowa, bedaca jedynie liczbowa miarg zaleznoSci,
nie odzwierciedla w pelni rzeczywistej zalezno$ci migdzy zmiennymi, ktore w praktyce moga
miec¢ charakter nieliniowy lub asymetryczny. W efekcie, nawet przy ustalonej macierzy korelacji
mozna otrzymac wiele roznych struktur zalezno$ci. W kontekscie FS metoda ta pozwala ocenié,
na ile przyjete w regulacji zalozenia dotyczace zalezno$ci mi¢dzy modutami ryzyka sg wystar-
czajace do doktadnej identyfikacji rzeczywistej struktury zalezno$ci migdzy rodzajami ryzyka
ubezpieczyciela. Proponowany algorytm stanowi tym samym praktyczne narzedzie do badania
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odpornosci 1 stabilnoSci wynikow agregacji SCR oraz do identyfikacji ryzyka modelu wynika-
jacego z uproszczonego, liniowego opisu zaleznoSci pomiedzy ryzykami. Algorytm przebiega
W nastepujacy sposob:

Algorytm 2

1. Zadawane s rozktady brzegowe, a takze ustalana jest macierz korelacji liniowej miedzy
zmiennymi losowymi.

2. Generowany jest zbiér mozliwych przeksztatcenn danych poprzez permutacje wierszy w
danej kolumnie macierzy, co pozwala uzyskac r6zne struktury zaleznoSci przy zachowaniu
tych samych rozktadéw brzegowych.

3. Dla kazdej permutacji obliczana jest warto§¢ VaR oraz réznica uzyskanej macierzy
korelacji 1 zadanej macierzy w punkcie 1.

4. Problem formufowany jest jako zadanie wielokryterialne, w ktérym dazy si¢ do jedno-
czesnej maksymalizacji wartoSci VaR oraz minimalizacji r6znicy migdzy otrzymang a
zadana macierzg korelacji.

5. Wkolejnych iteracjach oceniane s3 wygenerowane rozwigzania w sensie dominacji Pareto,
a zbior najlepszych, niezdominowanych rozwigzar jest na biezaco aktualizowany.

6. Proces powtarzany jest do momentu, az zbidr Pareto ustabilizuje si¢, tworzac front repre-
zentujacy kompromisy pomiedzy maksymalizacja wartoSci VaR a doktadnoscia odwzo-
rowania zadanej struktury korelacyjnej.

Szczeg6ty algorytmu przedstawione sa ponizej. Niech X = {X; ; }{:11 j oznacza macierz
danych o wymiarach n x d, w ktérej j-ta kolumna odpowiada zmiennej losowej X/) o roz-
kfadzie F;. Przez PY) oznacza si¢ permutacje zbioru indekséw {1,2,...,n} w sobie dla j-tej

.....

do wierszy w danej kolumnie macierzy X:

Xpoy, . pa = {Xp<_f>(,~),j}j:1 """ d (6.11)

i=1,...n"°

Nalezy zauwazy¢, ze zastosowanie permutacji nie wptywa na wlasciwosci statystyczne zmien-
nych losowych X/), natomiast prowadzi do zmiany struktury zalezno$ci pomiedzy tymi roz-
ktadami. Zbiér wszystkich mozliwych przeksztatceri X mozna zapisaé jako

Q={Xpu)__pw: PV €S, dlakazdego,j=1,...,d}, (6.12)
gdzie S, oznacza wszystkie permutacje zbioru {1,2,...,n}.
Problem sprowadza si¢ do wyznaczenia takich permutacji P, ..., P, dla ktérych ma-

cierz Xpa)  p) rownoczesnie maksymalizuje VaR 1 zachowuje zadang macierz korelacji.
Postawiony problem mozna uja¢ jako problem maksymalizacji wielokryterialnej:

max (VaR(XPm

pd)), —CE(XP(UW_’P(L:))). (6.13)
P PdeS,

.....
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Pierwsze kryterium jest tozsame z maksymalizacja wartoSci zagrozonej:

d
VaR(Xp) _pw) = quantile, ZXP(”/ , (6.14)
Jj=1

gdzie quantile , oznacza kwantyl rzedu a, natomiast PY) stanowi permutacje elementow w j-tej
kolumnie macierzy danych.

Drugie kryterium zwigzane jest z minimalizacja btedu dopasowania korelacji wyznaczonej
dla Xp1)  pw) z zadang korelacja:

.....

d d
CE(XP(I) ,,,,, P(d)) = Z Z ( obecna k f Cdocelowa[k, f])z > (6-15)
k=1 ¢=1

gdzie Copecna 0znacza macierz korelacji obliczong na podstawie Xp(1)  p), natomiast Cyocelowa
jest zadang macierzg docelowa. W celu rozwigzania postawionego problemu zastosowano po-
dejScie oparte na analizie Pareto (Deb, 2001; Ehrgott, 2005). PodejScie to umozliwia wyzna-
czenie zbioru wszystkich niezdominowanych rozwigzan, czyli takich, dla ktérych nie istnieje
inne rozwiazanie lepsze jednoczes$nie w obu kryteriach. W wyniku permutacji kolumn zmie-
niajg si¢ struktury zaleznoSci, a we froncie Pareto znajduja si¢ wielowymiarowe rozktady o
takich strukturach zaleznosci, ktére stanowig najlepsze kompromisy pomi¢dzy maksymalizacja
VaR a minimalizacja btedu réznicy miedzy zadana macierzg korelacji a macierza uzyskang
dla wyznaczonego wielowymiarowego rozktadu. W celu poréwnania rozwigzan definiuje si¢
ponizej pojecie dominacji Pareto, odpowiednie dla rozwazanego problemu. Niech Xp oraz Xps
oznaczaja dwie macierze powstale po zastosowaniu réznych permutacji PV, ..., P9 oraz
PO P Méwi si¢, ze rozwigzanie Xp dominuje rozwigzanie Xps, co zapisuje si¢ jako
Xp = Xp, jezeli spelnione sg warunki:

VaR(Xp) > VaR(Xp/) oraz CE(Xp) < CE(Xp), (6.16)
przy czym co najmniej jedna z powyzszych nieréwnosci jest ostra:
VaR(Xp) > VaR(Xp/) lub CE(XP) < CE(XP/). (6.17)

Oznacza to, ze rozwigzanie Xp nie jest gorsze od Xps w zadnym z kryteridw i jest lepsze w
co najmniej jednym z nich.

Zbi6r wszystkich rozwigzan, ktore pozostaja niezdominowane w sensie Pareto, mozna za-
pisac jako

S*={Xp e Q| HXp € Q takie, ze Xp > Xp}. (6.18)

Zatem zbior S* sktada si¢ z permutacji macierzy X, dla ktérych nie istnieje inne rozwigzanie
lepsze rownoczesnie w obu kryteriach. W dalszej analizie front Pareto bedzie stanowil punkt
odniesienia przy wyznaczaniu kompromiséw mi¢dzy maksymalizacja VaR a minimalizacja
btedu odwzorowania macierzy korelacji. Niech k oznacza numer iteracji, gdzie k = 1,2, ..., K,
a K jest catkowitg liczbg iteracji.

W k-tej iteracji losowana jest permutacja P(l) cees P,(cd), ktora nastepnie jest wykorzystana
do zbudowania macierzy:

X0 = XPI(cl)""’Pl(cd). (6.19)
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Dla macierzy XX obliczane s wartosci kryteriéw:
VaR™ =var(x®),  CcEW =cCcExW). (6.20)

Nastepnie, rozwigzanie X¥) jest poréwnywane z rozwiazaniami znajdujacymi sie juz w
wcezesniejszych iteracjach w zbiorze Pareto S*. Algorytm moze napotkac trzy przypadki:

* jesli rozwigzanie X %) jest zdominowane przez rozwigzania nalezace do zbioru Pareto S*,
to wowczas nie zostaje ono zaakceptowane,

* jeSlirozwiagzanie X (%) nie jest zdominowane, to wéwczas rozwiazanie X (k) zostaje dodane
do zbioru S*,

* jesli wszystkie rozwigzania, ktére znajduja si¢ w zbiorze Pareto S*, sa zdominowane przez
rozwiazanie XX, to zostana usuniete.

Zatem aktualizacja zbioru Pareto ma postac:
S* — S*U{XPI\ {Xp eS| X » Xp). (6.21)

W ten sposéb w kolejnych iteracjach £ = 1,2, ..., K zbiér Pareto stopniowo si¢ rozsze-
rza, a proces ten prowadzi do przyblizenia optymalnego frontu reprezentujacego kompromisy
pomigdzy maksymalizacja VaR a minimalizacjg bledu odwzorowania macierzy korelacji.

6.3 Wyznaczanie parametru zaleznoSci dla kopul Archimedesa przy za-
danej korelacji liniowej

Niniejszy podrozdziat porusza doktadnie t¢ sama tematyke, co podrozdzial 6.2, zaweza-
jac strukture zaleznoSci do kopul Archimedesa. Proponowany algorytm wyznacza parametr
zaleznosci 6 dla kopuli Archimedesa w taki sposéb, aby odpowiadal zadanej wartosci korela-
cji liniowej miedzy zmiennymi losowymi o zadanych rozktadach brzegowych. W kontekscie
ryzyka modelu algorytm pozwala szczegétowo zbadac, jakie struktury zaleznoSci pomiedzy
ryzykami opisane kopulami z rodziny Archimedesa odpowiadajq tej samej, zadanej wartoSci
korelacji liniowej oraz jakie wartoSci zagregowanego VaR sa z nimi zwigzane. Umozliwia tym
samym identyfikacje sytuacji, w ktérych modele o jednakowej macierzy korelacji prowadza do
odmiennych wynikéw agregacji, co wskazuje na potencjalng wrazliwoS¢ modelu na przyjeta
posta¢ zaleznoSci. W kontekscie FS metoda ta pozwala oceni¢, w jakim stopniu zatozenie o
liniowym charakterze zaleznoSci moze prowadzi¢ do zanizenia lub przeszacowania efektu dy-
wersyfikacji, a tym samym do niedoktadnego wyznaczenia SCR. Dzigki temu algorytm stanowi
istotne narzedzie w analizie odpornosci modelu na uproszczenia dotyczace struktury zaleznosci
1umozliwia lepsze zrozumienie potencjalnych Zrodet ryzyka modelu wynikajacych z przyjetych
zatozen regulacyjnych. Przebieg algorytmu jest nastepujacy:

Algorytm 3

1. W pierwszym kroku zadawane sa rozklady brzegowe oraz parametr korelacji liniowej,
dla ktérego ma zosta¢ znaleziony parametr zaleznoSci kopuli oraz kopula z rodziny
Archimedesa.
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2. Definiowana jest funkcja celu, opisujaca réznice miedzy korelacjg uzyskang dla dwu-
wymiarowego rozktadu opisanego kopulg Archimedesa oraz rozktadami brzegowymi a
zadang wartoScig korelacji.

3. W kolejnych iteracjach, wykorzystujagc metode siecznych, wyznaczane sg kolejne przy-
blizenia parametru, a ich akceptacja zalezy od spelnienia warunkéw zapewniajgcych
stabilno$¢ obliczen i odpowiednie tempo zbieznosci.

4. Jezeli warunki te nie sa spetnione, stosowana jest metoda bisekcji, gwarantujaca zacho-
wanie zbieznoSci procesu numerycznego.

5. Iteracje kontynuowane sa do momentu osiagniecia zatozonej doktadnosci, odnoszac sie
do otrzymanego przedziatu potencjalnych parametréw kopuli jak i warto$¢i funkcji celu.

6. Ostatecznie za parametr zaleznoSci przyjmowana jest wartoS¢, dla ktérej uzyskana kore-
lacja liniowa jest najblizsza zadanej warto$¢i wspétczynnika korelacji.

Szczegoly algorytmu przedstawiono ponizej. Rozwazany jest dwuwymiarowy wektor lo-
sowy X = (X1, X2) z ustalonymi rozkladami brzegowymi F; i F;. Struktura zaleznosci jest
opisana kopulg Cy z parametrem zaleznoSci 6. Przez ® oznaczmy zbidr wszystkich dopusz-
czalnych parametréw dla kopuli Cy. Zgodnie z twierdzeniem Sklar’a, wielowymiarowy rozktad
mozna zapisac:

Hp(x1,x2) = Co(Fi(x1), F2(x2)). (6.22)

Dla ustalonego o* € (—1,1) i dla ustalonej kopuli Cy szukany jest parametr zaleznosci

6, aby korelacja (X, X») miala warto$¢ p*. Wprowadzamy funkcje parametru korelacji dla
rozktadu Hy:

p(0) = Corry, (X1, X2). (6.23)

Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia takiego parametru zaleznosci kopuli 6 € O, dla ktérego
spetniony jest warunek:

p(9) = p*. (6.24)

Algorytm opiera si¢ na symulacjach oraz na numerycznym przeszukiwaniu parametréw ©.
Funkcja celu ma postac:

f£(6) =p(6) - p*. (6.25)

W oparciu o metod¢ opisang przez Brenta, (Brent, 1973) budowany jest algorytm nume-
ryczny stuzacy do znalezienia takiego parametru § € ©, ze:

() — o, (6.26)

co jest tozsame z osiggni¢ciem zadanej korelacji liniowej przez rozktad Hy.

Zakladamy ciagtos¢ funkcji 6 — f(6) na pewnym przedziale [0y, 0y] € ©. Wybieramy
dopuszczalny przedziat parametréw dla danej kopuli [0y, 8y] i obliczamy f(6r) oraz f(6y).
Jezeli spetniony jest warunek:

f@0L) - f(6u) <0, (6.27)

Wtedy, zgodnie z twierdzeniem o warto$ci poSredniej (Apostol, 1974; Rudin, 1976), istnieje
0* € [0, Ou] takie, ze f(6*) = 0.
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W k-tej iteracji na przedziale [Qﬁk) , QI(Jk )] wyznaczany jest kandydat 6 jako s%) e (QIEk) , 9[(jk )),
wykorzystujac regute siecznych (Ortega & Rheinboldt, 1970; Stoer & Bulirsch, 2002; Traub,
1964):

() N
(k) — U L
s7o= 6 = f,(0:77) )
U U k k
) - )

Jesli kandydat s*) nie spetnia kryteriéw akceptacji:

(6.28)

o s ¢ (Qﬁk), 98‘)) (s(k) nalezy do dziedziny),

* niech LX) = HI(Jk) - Qik). Akceptacja nowego kandydata s*) jest mozliwa tylko wtedy,
gdy po wyznaczeniu nowej dtugosci przedziatu

Lr(llé\),v = max{ sk — Hik), 98{) — s } (6.29)

spetnia

LK) < o L® K <

new  — ’

| =

co zapewnia skrocenie przedzialu mozliwych rozwigzafn nie gorsze niz w metodzie bi-
sekcji (Burden & Faires, 2011; Brent, 1973),

« konstrukcja s(¥) jest stabilna numerycznie, jesli spetnia jednoczesnie warunki:

— mianownik jest warto$cig niezerowy | f (98‘ )) - f (Ql(dk))| > &y,
— parametr s¥) nie jest rtéwny kraricom dziedziny. Wprowadzany jest staly parametr
n € (0, %) i sprawdza si¢, czy punkt s jest w odlegtosci 17 od kracéw dziedziny:

sO e (0P 4L ®, 6% —pL®) =  min{s® 6", oY s} > 5L ®),

gdzie LM = H&k ) — Hl(dk). Zapewnia to, ze s¥) lezy wewnatrz przedziatu, dzieki
czemu algorytm jest stabilniejszy oraz ma efektywniejszg kontrakcje.

— warunek kroku - wymagamy, aby odlegtos¢ kandydata s¥) od blizszego krarica
przedziatu nie byta zbyt mata:

min{ [s% — 6], 165 = 5P|} 2 Awin, (6.30)
Amin = max{sx, Erel - MaAXx (|9£k)|, |0$)|)}’ (6.31)
g >0, &re1 > 0. (6.32)

Parametry €, oraz &, pelnig role progéw numerycznych, kontrolujacych mini-
malny krok zmiany wartoSci parametru 8 w kolejnych iteracjach i sg ustalane przed
uruchomieniem algorytmu. Parametr €, oznacza bezwzgledng doktadnos¢ 6, czyli
najmniejsza dopuszczalng zmiang parametru. Z kolei, gy stanowi wzgledna doktad-
nos$¢, okreSlajacag minimalng zmiane¢ wyrazong w proporcji do biezacej wielkosci
przedziatu poszukiwan. Oba te parametry razem definiujg prég, ponizej ktérego
algorytm uznaje, ze zmiana jest zbyt mata i nie prowadzi do poprawy obliczen.
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Warunek eliminuje ruchy tak mate, ze nie przynosza juz kontrakcji przedziatu. W
odréznieniu od poprzedniego warunku (ktéry kontroluje potozenie s*) odnoszac
sie do kraficowych punktéw przedziatu w oparciu o LX), petni on rolg progu nu-
merycznego dla wielkoSci kroku. Zapobiega wykonywaniu ruchéw tak matych, ze
sq praktycznie nierozroznialne 1 nie powoduja kontrakcji, niezaleznie od dlugosci
aktualnego przedziatu.

Jesli przynajmniej jedno z powyzszych kryteriow akceptacji nie jest spelnione, kandydata
wyznaczamy zgodnie z metodg bisekcji:

(k) (k)
HL +0U

k) _
s 2

(6.33)

Nastepnie oblicza si¢ f(s(k)) i aktualizuje biezacy przedzial dziedziny tak, aby na jego
koricach wcigz wystepowaly przeciwne znaki:

k . 1. k
(0D gUerD)y (H(L)’ sW), jesli f(Q(L))f(S(k)) <0, 634)
S (s(k) Q(k)) W przeciwnym razie .
> Yy ) P y .

Iteracja koriczy sie, gdy spetniony jest przynajmniej jeden z warunkow:

o -0 < 1, (6.35)
min |l f(P < 77, (6.36)

ge(o® s, 60}

gdzie
T > 0, >0 (6.37)

Parametry 7, oraz 7y okreSlaja kryteria zakonczenia iteracji i sg ustalane przed uruchomie-
niem algorytmu. Parametr 7, oznacza dopuszczalng doktadno$¢ w przestrzeni argumentow,
czyli maksymalng szerokoS¢ przedziatu parametrow kopuli, przy ktorej algorytm uznaje, ze
rozwigzanie zostato wystarczajgco doktadnie okreslone. Natomiast, 7, stanowi dopuszczalng
doktadno$¢ w przestrzeni wartosci funkcji celu, okreslajaca, jak blisko zera musi znajdowac si¢
warto$¢ funkcji f(6), aby uznad, ze osiggnieto wymagang zgodno$¢ miedzy uzyskang a zadang
korelacja. W praktyce oba te parametry kontroluja moment zatrzymania obliczen. Iteracje kon-
czg si¢, gdy dalsze zmniejszanie przedzialu parametrow kopuli lub wartosci funkcji celu nie
prowadzi juz do istotnego zwickszenia doktadnosci rozwigzania.
Jako estymator parametru § przyjmuje sie punkt z najmniejsza wartoscia | f| w ostatniej
iteracji:
6 = arg min |f(9)]. (6.38)
gefo®), s, 0}

6.4 Analiza wplywu zaleznosSci ogonowych na warto$é VaR przy wykorzy-
staniu znieksztalconych mieszanek kopul i symulowanego wyzarzania

Jak wczesdniej zasygnalizowano w niniejszym opracowaniu, kopule stuza do opisu struktury
zalezno$ci miedzy zmiennymi losowymi. Umozliwiajg one modelowanie zaleznoSci pomig-
dzy rozktadami brzegowymi niezaleznie od ich ksztattu, dzigki czemu moga by¢ stosowane
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w szerokim zakresie problemoéw dotyczacych analizy ryzyka. W praktyce jednak szczegdlne
trudnoS$ci pojawiaja si¢ w opisie zaleznosci w ogonach rozktadow, gdzie liczba obserwac;ji jest
niewielka, a zaleznoSci pomigdzy zmiennymi stajg si¢ niestabilne. W takich obszarach stan-
dardowe kopule, czesto nie s3 w stanie wlaSciwie odwzorowaé zaleznosSci wystepujacych w
sytuacjach skrajnych, w ogonach rozktadéow. Do modelowania zaleznoSci zarOwno w czesci
centralnej, gdzie dane sg liczne 1 stabilne, jak 1 w ogonach rozktadéw, gdzie zaleznoSci sa
bardziej zmienne i trudniejsze do uchwycenia, mozna wykorzysta¢ znieksztalcong mieszanke
kopul (ang. Distorted Mix Copula — DMC) zaproponowang przez Li, Yuen, and Yang (2014).
F.aczac model DMC z algorytmem symulowanego wyzarzania, mozliwe jest wyznaczenie ta-
kiej struktury zaleznosci w ogonach rozktadow, ktéra, przy zalozeniu znanej struktury w czesci
centralnej, prowadzi do maksymalnej wartoSci VaR. Pozwala to na identyfikacje najbardziej
niekorzystnej struktury zaleznoSci mi¢dzy ryzykami w obszarach odpowiadajacych sytuacjom
skrajnym. Z punktu widzenia ryzyka modelu ma to kluczowe znaczenie, poniewaz umozliwia
iloSciowa ocen¢ wplywu niepewnosci dotyczacej zaleznoSci w ogonach rozktadéw na wyniki
modelu i miary ryzyka, takie jak warto§¢ VaR. W obszarach ogonowych, odpowiadajacych
sytuacjom skrajnym, wspotwystepowanie niekorzystnych zdarzefi pomi¢dzy r6znymi rodzajami
ryzyka moze znaczgco wzrosna¢, co prowadzi do kumulacji strat. Standardowe podejScia oparte
na korelacji liniowej lub klasycznych kopulach czgsto nie sg w stanie wtasciwie uchwyci¢ tego
efektu, zaktadajac zbyt stabe zalezno$ci w ekstremach rozktadu. NiewlaSciwe odwzorowanie
tych zalezno$ci moze prowadzi¢ do istotnego zanizenia wartosci VaR, a w konsekwencji do
btednej oceny wymaganego kapitatu oraz niedoszacowania ekspozycji na ryzyko w warunkach
stresowych. Z punktu widzenia ryzyka modelu ma to kluczowe znaczenie, poniewaz w praktyce
dane dotyczace zaleznoSci w obszarze centralnym rozktadéw sg stabilne, natomiast w obszarach
ogonowych obserwacje sg nieliczne i obarczone duzg niepewnoscig. Jest to czgsty problem w
analizie ryzyka, gdyz w tych skrajnych sytuacjach zaleznoSci pomi¢dzy ryzykami mogg si¢
nasila¢, prowadzac do kumulacji strat. Opracowany algorytm pozwala zatem zbadac, w jaki
sposob te niepewne i potencjalnie silniejsze zaleznoSci w ogonach rozktadow wptywaja na war-
to$¢ VaR, stanowigc istotny element oceny odpornosci i wiarygodnos$ci modelu w warunkach
ekstremalnych. Algorytm przebiega nastepujaco:

Algorytm 4

1. Okreslana jest kopula, opisujaca zaleznosci w centralnej czesci rozktadu oraz zbiér kopul,
reprezentujgcych mozliwe struktury zaleznosci w ogonach.

2. Tworzona jest znieksztalcona mieszanka kopul DMC, ktéra umozliwia tagczne modelo-
wanie zaleznoS$ci w czeSci centralnej i w ogonach rozktadu.

3. Wykorzystujac metode symulowanego wyzarzania,wyznaczana jest taka kombinacja wag
(udzialéw) poszczegdlnych kopul w ogonie rozktadu, by maksymalizowaé VaR.

4. Interacyjnie identyfikowana jest kombinacja kopul w ogonie, dajaca najbardziej nieko-
rzystna strukture zaleznosci, czyli taka, ktora prowadzi do najwickszej wartosci VaR.

Szczegdly algorytmu przedstawiono ponizej. Obszar centralny zaleznoSci, dla ktérej do-
stepna jest wicksza pewnos¢, reprezentowany jest przez jedng kopule, natomiast obszary roz-
ktadu charakteryzujace si¢ wicksza niepewnoscig opisywane sg za pomoca kolejnych kopul.
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Kopula DMC definiowana jest jako kombinacja wypukta kopul sktadowych. Niech m > 2 ozna-
cza liczbe kopul C;, gdziei = 0, ..., m oraz a; > 0 oznaczajg udzialy poszczegdlnych kopul,
spelniajace warunek:

m
D=1 (6.39)
i=0
Funkcje znieksztalcajace definiowane sg jako odwzorowania
D;; :[0,1] — [0,1], i=0,....m, j=1,...,d, (6.40)

ktore sg ciagle, rosnace 1 spetniajg warunki brzegowe

D;;(0) =0, D;;i(1) =1, (6.41)
oraz relacje
Za,-Dij(v) =v, vel0,1]. (6.42)
i=0

Dzi¢gki funkcjom znieksztalcajacym kazda z kopul w DMC odpowiada za okreSlony obszar
rozktadu, zachowujac wlasciwosci teoretyczne kopuli. Innymi stowy, funkcje znieksztatcajace
petnia role operatoréw modyfikujacych kopule, okreslajac sposéb odwzorowania struktury
zaleznoSci. W szczegdlnos$ci umozliwiajg one regulowanie intensywnosci zaleznoSci ogonowe;j
przy zachowaniu jednostajnosSci rozktadéw brzegowych, co oznacza, ze otrzymana kombinacja
kopul pozostaje rozktadem jednostajnym. Woéwczas dowolna znieksztalcona mieszanka kopul
C :[0,1]¢ — [0, 1] przyjmuje postaé:

C(ul, ey ud) = Z ; Cl-(Dl-l(ul), ey Did(ud)). (6.43)
=0

Aby wygenerowac realizacje z kopuli DMC, stosujemy nastepujacy algorytm:

1. Losowana jest kopula, z odpowiedniej cz¢sci rozktadu i, zgodnie z rozktadem dyskretnym
P (Z = l) = q;.

2. Losowany jest wektor V = (Vy,...,Vy) z kopuli C;.

3. Wylosowane realizacje przeksztalcane s3 za pomocg funkcji znieksztalcajacej U; =
Dl.‘].1 (V;) dla kazdej sktadowej ;.

W przypadku, gdy znane sg rozktady brzegowe Li, L,,..., L, oraz kopula Cy opisujaca
zalezno$¢ w czgsci centralnej rozktadu, natomiast struktura zaleznoSci w ogonach nie jest znana,
zaleznoSci w ogonach rozktadéw mozna opisaé za pomoca zbioru kopul:

€={C,C,,...,Ck}, (6.44)

gdzie K oznacza liczbe rozwazanych kopul. Dla tak okreSlonego przypadku kopula DMC
przyjmuje postac:
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CV Y (ug,...,ug) = agCo(Do1(uy), ..., Doa(ug))

m
+ ), @l (D), .., Dia(ua)) (6.45)
i=1
gdzie:
B K
CVi = Z ')’jCj (6.46)
j=1

Kopula DMC jest reprezentowana przez kombinacje kopul ze zbioru €. Zadaniem jest wyzna-
czenie takich wartosci parametréw vy, dla ktérych uzyskiwana jest maksymalna warto$¢ miary
ryzyka Value at Risk. Poszukiwana jest zatem najbardziej niekorzystna kombinacja zaleznos$ci w
ogonach, prowadzaca do najwyzszej mozliwej wartoSci VaR. Wektor wag y przyjmuje wartosci
opisane jako sympleks AX~1. Zbiér wszystkich dopuszczalnych kombinacji kopul ogonowych
mozna przedstawi¢ w postaci:

K
Z y; =1, y; > 0 dla wszystkich j ¢ . (6.47)

Y EA =qyv=|". e RK

YK

Pojawia si¢ problem optymalizacyjny, ktérego celem jest wyznaczenie takiej kombinacji
wag vy, dla ktérej warto$¢ miary ryzyka VaR osigga warto§¢ maksymalng. Problem ten mozna
sformutowac w postaci:

max VaR(L"), (6.48)
y=(y",cym)e(ak-1)"

gdzie L7 oznacza taczng strate okreslong jako
LY =¥(Ly,...,Lyg), (6.49)

dla wektora (Ly, ..., Ly) o kopuli Cv' " oraz zadanych rozkfadach brzegowych L;. W ten
sposob zadanie sprowadza si¢ do identyfikacji najbardziej niekorzystnej struktury zaleznosci
pomiedzy sktadnikami ryzyka, prowadzacej do maksymalizacji wartoSci VaR przy zachowaniu
ustalonych rozktadéw brzegowych.

Do wyznaczenia kombinacji kopul w ogonie, maksymalizujacych warto$¢ VaR, zastoso-
wano metod¢ symulowanego wyzarzania (Simulated Annealing — SA). Jest to heurystyczny
algorytm optymalizacyjny, przeszukujacy przestrzen dopuszczalnych rozwigzan, inspirowany
procesem fizycznego wyzarzania metali (Kirkpatrick, Gelatt, & Vecchi, 1983; Cerny, 1985).
Dziatanie algorytmu opiera si¢ na probabilistycznej akceptacji nowych rozwiazan. Kluczo-
wym parametrem metody jest temperatura, odpowiedzialna za akceptacj¢ rozwigzan, ktére nie
poprawiajg wartosci funkcji celu. Na poczatkowym etapie temperatura przyjmuje wysokie war-
tosci, co umozliwia akceptacje rozwigzan gorszych pod wzgledem funkcji celu, pozwalajac na
uniknigcie zbieznoSci do minimum lokalnego. W kolejnych iteracjach, wraz z obnizaniem tem-
peratury, prawdopodobiefistwo akceptacji mniej korzystnych rozwigzan maleje, co powoduje
koncentracje procesu poszukiwania w obszarze najlepszego dotychczas rozwigzania.
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Algorytm przebiega nastepujaco. W kazdej iteracji k losowany jest wektor wag, odpo-
wiadajacy udzialom poszczegdlnych kopul w ogonie poprzez dodanie zakldcenia losowego
£R) <~ N(0,021) do poprzedniego rozwiazania oraz rzutowanie na zbiér rozwigzai dopusz-
czalnych:

geand _ H@(H(k_l)+f(k)). (6.50)

Funkcja ITg rzutuje nowego kandydata " na ® = (AX~1)". Dzieki niej wszystkie wylosowane
elementy wektora 6°"! s3 nieujemne oraz sumuja sie do jednosci. Nastepnie, obliczamy warto$¢
funkcji celu dla 659, oraz dla poprzedniego rozwiazania: f(6°") i £(6*~), i wyznaczamy
réznice pomiedzy tymi wartoSciami:

Af = f(6°) - f(o% D). (6.51)

Kolejnym krokiem jest zdefiniowanie funkcji temperatury 7y, odpowiedzialnej za akcepto-
wanie rozwigzan. Zgodnie z (Geman & Geman, 1984) i (H4jek, 1988), jesli funkcja temperatury
spelnia warunki:

0 T2
_ e
sz T, =co  oraz kZ::‘ <o, (6.52)

to zapewnia teoretyczng zbiezno$¢ do optimum globalnego. Nowe rozwigzanie zostaje zaak-
ceptowane, jesli:

gcand’ gdy Af <0,

A
oW = g°d 7z prawdopodobieristwem exp(—T—f), Af >0, (6.53)
k

6= w przeciwnym przypadku.

Dalej algorytm przechodzi do kolejnej iteracji, zwiekszajac indeks k 1 powtarzajac opisane
kroki.

6.5 Wplyw specyfikacji zaleznoSci na agregacje ryzyka i SCR

W niniejszym podrozdziale zaprezentowano analize¢ wplywu specyfikacji struktury zalez-
nosci na agregacje ryzyka oraz wartoS¢ SCR na przyktadzie dwoch modutéw: aktuarialnego
w ubezpieczeniach na zycie (X)) oraz aktuarialnego w ubezpieczeniach zdrowotnych (X>).
Przyjeto zgodnie z (P. Embrechts, Wang, & Wang, 2015), ze zmienne ryzyka dla obu modutéw
mialy rozktady normalne o parametrach podanych w Tabeli 6.1. Wyznaczano warto$¢ zagrozong
dla Y = X; + X, na poziomie bezpieczenistwa @ = 0.995 (VaRg 995(Y)). Poniewaz E(Y) = 0
(E(X1) = 0, E(X,) = 0), zachodzila réwnos¢ VaRg g95(Y) = SCR; w dalszym ciagu, dla
uproszczenia zapisu, stosowano oznaczenie VaRg g9s5. Analiz¢ prowadzono z wykorzystaniem
algorytméw przedstawionych w poprzednich podrozdziatach.
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Modul Rozklad $rednia Odchylenie stan-

dardowe
Ryzyko gktqarlalne w ubezpiecze- Normalny 0 392
niach na zycie
Ryzyko aktuarialne w ubezpiecze- Normalny 0 248

niach zdrowotnych

Tabela 6.1: Parametry rozktadéw dla poszczegblnych segmentow.

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Pomiedzy rozktadami narzucono strukture zaleznoSci odpowiadajgca wspétczynnikowi ko-
relacji liniowej p = 0.25. Celem analizy bylo wykazanie, Ze mimo normalnoSci rozktadéw
brzegowych zagregowanych ryzyk rzeczywista struktura wspoétzaleznosci mogta odbiega¢ od
liniowej, co w konsekwencji prowadzito do zr6znicowanych wartoSci SCR nawet przy ustalo-
nej wartosci p. Zagadnienie to pozostawato SciSle zwiazane z oceng odpornosci FS na btedna
specyfikacje zaleznoSci oraz z badaniem wrazliwosci efektu dywersyfikacji 1 miar ryzyka na
przyjeta warto$¢ korelaciji.

Odwotujac si¢ do podrozdziatu 4.4.2, przyjeto, ze rozktady brzegowe byly znane (zob.
tab. 6.1) oraz zdefiniowano zbiér A5 = {ai, as, a3, as, as}, porzadkujacy dostepne informacje
o strukturze zaleznoSci pomi¢dzy rozktadami. Kazdy element zbioru odpowiadat innemu po-
ziomowi wiedzy - od catkowitego braku informacji po coraz bardziej szczegdétowe specyfikacje
wspoétzaleznosci. Zestawienie tych pozioméw przedstawiono w Tabeli 6.2.

Informacje o zaleznoSci Metoda

aj Brak wiedzy na temat struktury zaleznosci Algorytm ARA

Nieznany wspotczynnik korelacji liniowej p, dwu-

a2 wymiarowy rozktad normalny Algorytm 1
a3 %(I)lslrlll}; wsp6lczynnik korelacji liniowej p, nieznana Algorytm 2
as glllliarlrlllgd\g:golczynmk korelacji liniowej p, kopula Ar- Algoryim 3
as Znana struktura zaleznoSci w czgéci centralne;j Algorytm 4

Tabela 6.2: Informacje o strukturze zaleznosci.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Nieznany wspotczynnik korelacji liniowej, dwuwymiarowy rozktad normalny (Algorytm 1)

Przy zatozeniu wielowymiarowego rozktadu normalnego wspdiczynnik korelacji liniowej p
stanowi wlasciwe narzedzie do opisu struktury zaleznoSci. Z uwagi na niepewnosS¢ co do war-
toSci tego wspoétczynnika mozliwe byto jedynie wyznaczenie dolnego 1 gérnego ograniczenia
VaRy 995 dla zagregowanego ryzyka. Ograniczenia te oszacowano z wykorzystaniem Algo-
rytmu 1, ktéry umozliwiat réwniez analiz¢ wrazliwoSci VaRg 995 na zmiany p wynikajace m.in.
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z bledu estymacji (np. ograniczona liczebno§¢ proby, niestacjonarno$¢, zmiany rezimu) oraz
z celowych przesuni¢¢ stosowanych w analizie scenariuszowej i testach warunkéw skrajnych.
Wyniki zaprezentowano na Rysunku 6.1.

vaR_max = 1648
=1.00

— \aR 0.995 1648
16001 @ vaR_min
VaR_max

1400 -
1200 4

1000

WaR 0.995

800 1

600 1

[VaR_min = 370

=1.00 =0.75 =0.50 =0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Korelacja (p)

Rysunek 6.1: Zalezno$é agregowanego VaR(0.995) od wspétczynnika korelacji.

Zrédto: Opracowanie whasne.

Uzyskane wyniki wskazywaly, ze przy zalozeniu wielowymiarowego rozktadu normal-
nego niepewnos$¢ estymaciji p istotnie wptywata na VaR 995 dla zagregowanego ryzyka dwéch
modutéw (aktuarialnego w ubezpieczeniach na zycie oraz aktuarialnego w ubezpieczeniach
zdrowotnych). Warto$¢ zagrozona rosta monotonicznie wraz ze wzrostem p i wykazywata
wyrazng wrazliwoS¢ na jego zmiany, co potwierdzalo matg odpornos¢ na btedy w p. W konse-
kwencji zastosowania metody wariancji—kowariancji w formule standardowej uwidaczniato si¢
ryzyko modelu: wystepowalo zaréwno niedoszacowanie, jak i przeszacowanie SCR, co moze
skutkowaé ryzykiem naruszenia wymogow kapitalowych badz nadmiernym zaangazowaniem
kapitatu. Moze to takze utrudnia¢ planowanie kapitalowe i projektowanie reasekuracji, co w
konsekwencji uzasadnia prowadzenie rozszerzonych testéw wrazliwosci oraz systematyczne
dokumentowanie wtasnej oceny ryzyka i wyptacalnos$ci (Own Risk and Solvency Assessment,
ORSA).

Znany wspotczynnik korelacji liniowej p, nieznana kopula (Algorytm 2)

Korelacja liniowa dobrze opisuje zaleznoSci pomiedzy zmiennymi w przypadku stosowa-
nia wielowymiarowego rozktadu normalnego. Jednak w ogdélnym przypadku te same wartosci
wspotczynnikow korelacji liniowej moga odpowiadaé réznym strukturom zaleznosSci. Ozna-
cza to, ze sama macierz korelacji nie determinuje jednoznacznie petnej struktury zaleznoSci
pomiedzy zmiennymi. W podrozdziale 6.2 zostal opracowany algorytm pozwalajacy na wy-
znaczenie takiej struktury zaleznoS$ci, ktéra dla zadanego wspoétczynnika korelacji liniowe;j
p = 0.25 prowadzi do najwigkszej wartosci VaRg g95. Odnosi si¢ to do zalozenia az. Na Ry-
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sunku 6.2 przedstawiono zalezno$¢ pomiedzy liczbg iteracji algorytmu a jakoScig odwzorowania
macierzy korelacji oraz odpowiadajacg jej wartoscig VaRg g9s5. Na lewym wykresie pokazano
minimalny btad miedzy oczekiwang korelacja p = 0.25 a korelacjami otrzymanymi za pomoca
algorytmu w zaleznoS$ci od liczby iteracji i poziomu zmian. Przy czym zmiana oznacza procent
modyfikowanych elementow w kazdej kolumnie w trakcie przeksztalcen. Krzywe wskazuja, ze
dla 0.5% modyfikowanych obserwacji btad korelacji maleje wraz z liczbg iteracji, natomiast w
pozostatych przypadkach (1%, 2%, 5%) blad stabilizuje si¢ na poziomie 107>~1073, co ozna-
cza brak zgodnosci z wartoscig docelowg 0.25. Na prawym wykresie zaprezentowano wartosci
VaRg 995 uzyskane dla sktadowych frontu Pareto charakteryzujacych si¢ minimalnym btedem
dopasowania korelacji. Mozna zauwazyc, ze wraz ze wzrostem iteracji wartoS¢ VaR 995 roSnie
1 stabilizuje si¢ na najwyzszym poziomie przy 0.5% zmieniajacych si¢ obserwacjach w dane;j
kolumnie, podczas gdy dla 1%, 2%, 3% wartoSci VaR pozostajg istotnie nizsze.

1e-01

\

1600
1e-056

Zmiana [%]
1500
0.5%
- 1%
- 2%
5%

Zmiana [%]
0.5%
1e-09 T
& - 2%
5%

Btad korelacji
VaR

1400

1e-13

3e+04 5e+04 1e+05 2e+05

1e+04 3e+04 5e+04 1e+05 2e+05 1e+04
Liczba iteracji

Liczba iteraciji

(a) Btad dopasowania korelacji (b) Wartosci VaR

Rysunek 6.2: WartoSci bfagdu dopasowania korelacji oraz warto$ci VaR w kolejnych iteracjach.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Uzyskane wyniki jednoznacznie potwierdzaja, ze najlepszy kompromis pomiedzy mak-
symalizacja wartoSci VaRg 995 a zgodnoScig z zadang macierzg korelacji osiggany jest przy
poziomie modyfikacji elementéw réwnym 0, 5% w kazdej kolumnie oraz przy liczbie iteracji
nie mniejszej niz 10°. W Tabeli 6.3 przedstawiono front Pareto obejmujacy rozwiazania, dla
ktérych btad macierzy korelacji byt mniejszy niz 10710,
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Blad przyblizenia wspoétczynnika

VaRo.99s korelacji

1557.915 1.017252 x 10714
1568.437 3.020109 x 10714
1570.490 3.686309 x 10714
1592.357 3.104877 x 10713
1632.457 9.696069 x 10714
1634.256 3.378994 x 10712
1634.573 2.093017 x 107!
1635.805 3.035560 x 10710

Tabela 6.3: Wartosci frontu Pareto.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Sposrdd uzyskanych wynikow wybrano rozwiazanie o najlepszym dopasowaniu do zadanej
wartoSci wspotczynnika korelacji 0.25, dla ktérego wartoS¢ VaR wyniosta 1557.915, przy
bledzie rzedu 1.02 x 1074, Uzyskane rezultaty potwierdzaja, ze nawet przy identycznych
wspotczynnikach korelacji liniowej miedzy agregowanymi rodzajami ryzyka VaR pozostaje
silnie uzalezniona od przyjetej postaci struktury zaleznoSci.

Znany wspotczynnik korelacji liniowej p, kopula Archimedesa (Algorytm 3)

W zatozeniu a3 przyjeto, ze znane sg rozktady brzegowe oraz warto$¢ wspétczynnika ko-
relacji liniowej p, natomiast brak jest informacji o strukturze zaleznoSci pomi¢dzy zmiennymi
(moze ona by¢ zupetnie dowolna). Zatozenie a4 stanowi zawezenie przypadku a3, ogranicza-
jac strukture zaleznoSci do rodziny kopul Archimedesa. Wykorzystujac algorytm opisany w
podrozdziale 6.3, wyznaczono parametr zaleznoSci 8, odpowiadajacy zadanej wartoSci kore-
lacji liniowej p = 0, 25, dla nastepujacych kopul Archimedesa: Clayton, Frank, Gumbel, Joe
Pokazano tym samym, ze dla takiej samej wartosci korelacji istnieje wiele kopul z rodziny Archi-
medesa. Na tabeli ponizej (tab. 6.4) przedstawiono uzyskane wartosci § oraz odpowiadajace im
korelacje empiryczne pemp, Wraz z bledami dopasowania do przyjetej wartoSci wspotczynnika
korelacji p = 0.25. Wartosci bledow potwierdzaja wysoka doktadnos$¢ przyblizenia zadanej
korelacji.
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A

Kopula 0 Pemp Blad dopasowania

Clayton 0.3719 0.2500002 2.31x 1077
Frank 1.6266 0.2500001 6.60 x 1078
Gumbel 1.1850 0.2500001 9.73x 1073
Joe 1.3173 0.2499994 -6.02 x 1077

Tabela 6.4: Parametry zaleznoSci kopul Archimedesa dla ustalonej korelacji p = 0.25.
Zrédto: Opracowanie whasne.

Otrzymane wartos$¢i VaR dla wyznaczonych kopul przedstawiono ponizej (tab. 6.5).

Kopula VaR.995
Clayton 123491

Frank 1275.12
Gumbel 1436.42
Joe 1501.83

Tabela 6.5: WartoSci VaR dla kopul Archimedesa dla ustalonej korelacji p = 0.25.

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Przyklad ten pokazuje, ze dla tej samej wartoSci wspdiczynnika korelacji liniowej mozna
uzyskaé rézne kopule Archimedesa. W konsekwencji zauwazamy wrazliwo$¢ VaR na przy-
jeta strukture zaleznosci, nawet gdy wspétczynniki korelacji liniowej pomigdzy agregowanymi
rodzajami ryzyka pozostaja identyczne.

Znana struktura zaleZnosci w czesci centralnej (Algorytm 4)

W standardowym podejSciu Solvency II przyjmuje si¢, ze zaleznoSci pomiedzy ryzykami
mozna opisac za pomocg korelacji liniowej, czyli kopuli Gaussa. Kopula Gaussa nie uwzglednia
jednak zaleznosci w ogonach rozktadow, gdzie znajduje si¢ informacja kluczowa dla wyznacze-
nia VaR 99s5. W analizowanym przyktadzie przyjeto, ze w czesci centralnej zaleznosci odpo-
wiadajg kopuli Gaussa, natomiast w ogonach wystepuje niepewnos¢ co do ich struktury. Podany
przyktad odnosi si¢ do zatozenia as. Celem analizy jest zbadanie wplywu tej niepewnoSci w
ogonach na wartos$¢ VaR 995, Z wykorzystaniem algorytmu opisanego w podrozdziale 6.4.

W celu potaczenia obszaru centralnego i obszaru w ogonie wprowadzono spdjna strukture
kopuli z wykorzystaniem nastepujacych funkcji znieksztatcajacych:

2 2

X — anx asx
Dy (x; = , D3(x; = , 6.54
2(x5a2) ar + (1 = 2an)x 3 as) az+ (1 =2a3)(1 —x) (6.54)

oraz 5 b
Di(x; on, an, o) = 22220 @2) — @sDs (i as) (6.55)

@
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Parametry a1, a7, @3 s3 nieujemne i spelniajg warunek normalizacji:
ayr+ar+a3z = 1. (656)

Oznaczato, ze a1 kontroluje udziat obszaru centralnego rozktadu, natomiast a; 1 @3 okreslaja
udziatl dolnego i1 gérnego ogona. Na Rysunku 6.3 przedstawiono ksztatt funkcji znieksztalca-
jacych Di(x), D>(x) oraz D3(x) dla @ = 0.02. Warto§¢ parametru @ = 0.02 oznacza, ze
niepewnos$¢ w strukturze zaleznosci obejmuje po 2% obserwacji w lewym i prawym ogonie
rozktadu, natomiast pozostate 96% odpowiada obszarowi centralnemu, w ktérym zaleznoSci s
zgodne z kopulg Gaussa. Funkcja D (x) przebiega niemal liniowo w calym przedziale [0, 1],
co oznacza, ze odpowiada za obszar centralny rozktadu i zachowuje proporcjonalne odwzoro-
wanie prawdopodobieristwa. Funkcja D, (x) ro$nie bardzo szybko w poblizu zera, a nast¢pnie
splaszcza si¢ w okolicach wartosci jeden, co prowadzi do koncentracji masy prawdopodobiefi-
stwa w dolnym ogonie 1 pozwala na opisanie zaleznoSci wystepujacych przy skrajnych stratach.
Odwrotne zachowanie obserwuje si¢ dla funkcji D3(x), ktdéra przez wigksza czes¢ przedziatu
pozostaje bliska zeru, a gwattownie ro$nie dopiero przy wartoSciach bliskich jednoSci. Oznacza
to, ze jej wplyw koncentruje si¢ w gérnym ogonie, a wigc w obszarze skrajnych strat. Zasto-
sowanie tych trzech funkcji umozliwia rozdzielenie wptywu kopul na obszar centralny oraz na
oba ogony rozktadu.

D1(x) D2(x) D3(x)

1.00 1.00 1.00

0.75 0.75 0.75

o 0.50

D2

0 0.50

0.25 0.25

0.00 0.00 0.00
0.00 025 0.50 075 1.00 0.00 025 050 0.75 1.00 0.00 025 0.50 0.75 1.00
X X X
Rysunek 6.3: Przyktadowe funkcje sydors;ji.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Na Rysunku 6.4 przedstawiono wykorzystanie funkcji znieksztatcajacych. Na lewym wykre-
sie znajduja si¢ realizacje wygenerowane z kopuli Joe. Na Srodkowym panelu pokazano te same
realizacje po transformacji funkcja D, ktéra koncentruje mas¢ prawdopodobieristwa w dolnym
ogonie. Z kolei, prawy panel przedstawia wyniki po zastosowaniu funkcji D3, co odpowiada
przeksztatceniu zaleznos$ci do gérnego ogona rozktadu.
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Rysunek 6.4: Probka wygenerowana z kopuli Joe i przeksztatcona przez funkcje D, D, oraz Djs.

Zrédio: Opracowanie wlasne.

Z kolei, na Rysunku 6.5 przedstawiono realizacje kopuli DMM, w ktdrej obszar centralny
rozktadu opisany zostal kopulg Gaussa (szare punkty), natomiast punkty w obszarze lewego
(zielone punkty) i prawego ogona (niebieskie punkty) zostaly wygenerowane na podstawie
kopuli Joe oraz przeksztatcone przy uzyciu funkcji znieksztalcajacych.
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Rysunek 6.5: Probka wygenerowana z kopuli Joe i przeksztatcona przez funkcje D, D, oraz Djs.

Zrédio: Opracowanie wiasne.
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Pojawia si¢ zatem naturalne pytanie, dla jakich kopul w ogonach warto$S¢ VaRg 995 0siaga
najwickszy poziom. W dalszej czgSci zastosowano algorytm symulowanego wyzarzania (SA),
za pomocg ktérego wyznaczono kombinacje¢ kopul Franka, Claytona, Gumbela oraz Joe w
ogonach, prowadzaca do maksymalizacji wartoSci VaRg g9s. W niniejszym przyktadzie zato-
zono, ze dane zostaly podzielone na trzy obszary: obszar centralny, lewy ogon oraz prawy ogon
rozktadu. Podzial ten opiera si¢ na ustalonych prawdopodobienstwach a1, @y oraz az, gdzie
a1 odpowiada obszarowi centralnemu, natomiast @, 1 @3 — odpowiednio obszarowi dolnego i
gbérnego ogona. Przyjeto wartoSci @ = @3 = 0.02 1 wykorzystujac algorytmu symulowanego
wyZzarzania, poszukiwano wag maksymalizujacych warto$¢ miary VaR 995. Doktadniej, celem
bylo ustalenie wag ycliomy, 7g°]ny, ygomy, 7201"}' oraz y%émy, y%émy, y;éémy, 7§érny, ktére odpo-
wiadajg odpowiednio za udzial kopul Franka, Claytona, Gumbela oraz Joe w dolnym ogonie i
gérnym ogonie.

Algorytm SA w kolejnych iteracjach modyfikowal wektory y i ocenial odpowiadajaca im
warto$¢ VaRp g95. W ten sposob wyznaczono kombinacje wag maksymalizujaca VaR 995. Wagi
te odpowiadaly scenariuszowi najbardziej niekorzystnej zaleznosci w ogonach. W wyniku pro-
cedury otrzymano VaRpg9s = 1632, podczas gdy wartoS¢ oszacowana zgodnie z formuta
standardowa Solvency II wynosita 1322. Réznica 310 (ok. 23.4%) ujawnita znaczng wrazli-
woS$¢ wyniku na specyfikacje zaleznosci ogonowej i potencjalne niedoszacowanie ryzyka przez
metode wariancji—kowariancji w formule standardowej. Otrzymany scenariusz ,,worst—case”
wskazywal na istotne ryzyko modelu: niewielkie zmiany w parametryzacji wspoétzaleznosci
mogly prowadzi¢ do materialnie wyzszych wartoSci VaR/SCR . W ujeciu praktycznym uzasad-
nia to stosowanie rozszerzonych testow wrazliwos$ci i strestestow dla parametrow zalezno$ci
oraz stosowanie konserwatywnych buforéw kapitalowych oraz weryfikacje dopasowania pro-
gramOw reasekuracyjnych.

6.6 Wplyw skrajnych scenariuszy wspoélzaleznosci na VaR: implikacje dla
ryzyka modelu FS

Wyniki przedstawione w poprzednim podrozdziale wskazywaly, ze algorytmy zaprezen-
towane w podrozdziatach 6.1-6.4 umozliwiaja ocen¢ wptywu struktury zaleznoSci migdzy
rodzajami ryzyka na rozktad zagregowanej zmiennej Y oraz na warto$¢ VaR( g9s5. W niniejszym
podrozdziale wyniki te uzupetniono o gérne oszacowanie VaR 995 w warunkach braku informa-
cji o strukturze zaleznoSci (zatozenie a;), a nastepnie wykorzystano je do analizy wrazliwosci
VaRy 995 na przyjeta strukture zaleznosci oraz do oceny ryzyka stosowania metody warian-
cji—kowariancji w formule standardowej Solvency II przy wyznaczaniu SCR (dalej: ryzyka
ES).

Gorne oszacowania VaRg 995 przy zalozonych informacjach o strukturze zaleznoSci zesta-
wiono w Tabeli 6.6 oraz zilustrowano na Rysunku 6.6. Na Rysunku 6.6 zaznaczono réwniez
warto$¢ odniesienia wyznaczong metodg wariancji—kowariancji stosowana w formule standar-

dowej Solvency I, tj. VaR(()I.:gSg)5 = 1322.

W warunkach braku informacji o strukturze zaleznosci (znane jedynie rozktady brzegowe;
zalozenie a) gérne ograniczenie VaR( 995 wyznaczono algorytmem ARA (podrozdziat 2.6.1).
Nastepnie, zgodnie z zatozeniem ay, przyjeto liniowy charakter wspétzaleznosci i z wykorzy-
staniem algorytmu z podrozdziatu 6.1 okreSlono przedzial wartoSci VaR 995 odpowiadajacych
wszystkim dopuszczalnym wspoétczynnikom korelacji liniowej. W zatozeniu a3z postuzono si¢

informacja o wartoSci p = 0.25 jako jedynym parametrem opisujagcym zalezno$¢. W opar-
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ciu o algorytm z podrozdzialu 6.2 wyznaczono strukture wspoétzaleznosci maksymalizujaca
VaRy 995 przy ustalonym p. Kolejno, dla zatozenia a4, przyjeto ze znana jest kopula z rodziny
Archimedesa opisujgca strukture zaleznoSci; stosujac algorytm z podrozdziatu 6.3 oszacowano
jej parametry, a nastgpnie obliczono wartoSci VaRg g9s5. Wreszcie, w zalozeniu as przyjeto,
ze struktura zaleznoSci jest znana w czeSci centralnej rozktadu, natomiast nieznana w ogo-
nach; wykorzystujac algorytm z podrozdziatu 6.4, uzyskano odpowiadajace temu oszacowania
VaR.99s.

Informacje o zaleznoSci Metoda  Gorne oszacowanie
ai Brak wiedzy na temat struktury zaleznoSci Alg. ARA 1793
a Nieznany wspétczynnik korelacji liniowej p, dwu- Alg. 1 1648
wymiarowy rozktad normalny
as %(I)lglrlll}; wspotczynnik korelacji liniowej p, nieznana Alg. 2 1557.92
aq Znany wspotczynnik korelacji liniowej p: Alg. 3
dla kopuli Archimedesa:
Claytona 1 23492
Franka 1275.12
Gumbela 1436.42
Joe 1501.83
as Znana struktura zaleznosci w czgsci centralnej Alg. 4 1632
Tabela 6.6: Gorne oszacowania VaR 995 przy zakladanych informacjach o strukturze zaleznosci.
Zrédto: Opracowanie whasne.
1793
1800
1648
1600
wool okt Toremoie
N ——— = p——— N P ———— = —— VaR{3 (1322)
g1200] [ i R — plas 557,92
:; ------ Alg. 3 :Clayton (1234.91)
-E 1000 == Alg.3:Frank (1275.12)
5 ------ Alg. 3: Gumbel (1436.42)
800 Alg.3:Joe (1501.83)
—— Alg.4(1632)
600
400 370
275
200
Alg. ARA Alg.1

(FS)

Rysunek 6.6: Gérne oszacowania VaRg 995 przy zaktadanych informacja o strukturze zaleznosci, VaR 495

mozliwe wartosSci VaR( 995 dla zalozen a; - as.

oraz

Zrédto: Opracowanie whasne.
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Zestawione wyniki powyzej (Tab. 6.6 1 Rys. 6.6) ilustruja wptyw kolejnych zatozen doty-
czacych struktury zaleznoSci pomiedzy X 1 X na warto$¢ gérnego oszacowania VaRg 995 . Na
wykresie dodatkowo wskazano VaR(().ngg5 oraz mozliwe wartos$ci VaRg 995 dla zalozen a; i ay.

W scenariuszu a1, w ktérym brakuje informacji o strukturze zaleznosci, otrzymano najwyzsza

warto$¢ gérnego oszacowania VaR(()ng)5 réwng 1793 (dalej VaRo.995 = 1793), co odzwierciedla
najwicksze ryzyko modelu. Wraz z wprowadzaniem dodatkowych zatozen, najpierw dotycza-
cych zaleznos$ci liniowej (a2), nastepnie znanej korelacji (a3) oraz okreSlonego typu kopuli
Archimedesa (a4), uzyskiwane wartosci VaR 995 stopniowo malejg. Redukuje to ryzyko mo-
delu poprzez uwzglednienie coraz bardziej szczegétowej informacji o strukturze zaleznoSci.
Ostatnie zatozenie (as), w ktérym znana jest struktura zaleznoSci w czeSci centralnej rozktadu,
a nieznana struktura zaleznos$ci w ogonach rozktadéw, prowadzi do posredniego oszacowania
(1632), co wskazuje na istotny wptyw informacji o strukturze zalezno$ci w ogonach rozktadéw
na VaR0'995.

W celu iloSciowej oceny ryzyka FS zastosowano zmodyfikowang w nastepujacy sposob
wersje miary AM (4.7): w (

a; FS)

_ VaR ) 595 — VaR) gos % 100%, (6.57)

(FS)
VaR) 595

AM

gdzie VaR(()aig)95 oznacza gorne oszacowanie wartoSci zagrozonej, przy zalozeniu ze sg dostepne

informacje a;, natomiast VaR((fgSg)5 odpowiada wartosci referencyjnej otrzymanej na podstawie
FS. Zastosowano réwniez przeksztalcong miare ryzyka modelu RM (4.8), ktéra rézni si¢ od
RM tym, iz odchylenie wzgledem wartoSci referencyjnej odnosi si¢ do catkowitego przedziatu
niepewnosci:

(a;) (FS)
VaR — VaR
RM = 0.995 0.995 (6.58)

VaR0,995 - VaRO.995 ’

gdzie VaRo.g95 Oraz VaR, 495 0znaczajg odpowiednio gérne i dolne oszacowanie VaRg g9s
otrzymane przy braku jakichkolwiek informacji o strukturze zaleznoSci (zatozenie ap). Miara
RM okresla, jak duza czes$¢ potencjalnego przedziatu niepewnosci realizowana jest przez dane
odchylenie wzgledem FS. WartoSci dodatnie wskazuja na przypadki, w ktorych FS oszaco-
wala ryzyko ponizej wartoSci uzyskanej w modelu alternatywnym, natomiast wartoSci ujemne
pokazujg sytuacje odwrotng.

Uzyskane wartoS$ci tych miar przedstawiono ponizej, w Tabeli 6.7.
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Informacje o zaleznoSci Metoda Gorne oszac. AM RM

Brak wiedzy na temat struktury za-
aj leznosci Alg. ARA 1793 35.63% 31.04%

Nieznany wspotczynnik korelacji li-

a niowej p, dwuwymiarowy rozktad Alg. / 1648 24.66% 21.48%
normalny
a3 VZV‘;;“;Y ngfgg%gg‘u]fgrelacﬁ linio- 47g 2 1557.92 17.85% 15.5%
as Znany wspotczynnik korelacji: Alg. 3
liniowej p dla kopuli Archimedesa:
Claytona 123491 -6.59% -5.7%
Franka 1275.12 8.66% 7.5%
Gumbela 1436.42 13.60% 11.8%
Joe 1501.83 -3.55% -3.1%
as Znana struktura zaleznosci w czgsci Alg. 4 1632 23 45% 20 4%
centralnej

Tabela 6.7: Miary ryzyka modelu AM i RM w zaleznoS$ci od posiadanej informacji strukturze zaleznosci.

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Wartosci dodatnie miar AM 1 RM wskazuja, ze VaR((fg";S przewyzsza wartoS¢ referencyjng

VaRg.jgsg)y co oznacza, ze FS zanizata ryzyko wobec modelu alternatywnego; wartosci ujemne
oznaczaja sytuacje odwrotng, w ktérej FS zawyzata ryzyko. W Tabeli 6.7 obserwuje si¢ wyrazny
trend: wraz z doprecyzowaniem informacji o zaleznosci od a; do a3 miary maleja (z 35.63%
1 31.04% do 17.85% 1 15.5%), co Swiadczy o zawezaniu pasma niepewnosci 1 spadku ryzyka
modelu; dodatni znak utrzymujacy si¢ dla aj—a3 potwierdza, ze w tych scenariuszach FS
zanizala poziom ryzyka. Dla a4 istotne znaczenie ma wybor rodziny kopuli przy statej korelacji
liniowej: kopule Gumbela i Joe prowadzg do dodatnich AM i RM, natomiast kopule Claytona
i Franka prowadza do wartoSci ujemnych, co ujawnia wrazliwos$¢ FS na specyfikacje ogonowa
przy tej samej wartoSci p. W przypadku as, gdy zaleznoS¢ w czeSci centralnej jest znana, a
ogony pozostaja nieokreSlone, wartoSci AM =~ 23.45% 1 RM = 20.4% rosng wzgledem as,
co wskazuje, ze niepewnos$¢ ogonowa stanowi kluczowe Zrédto ryzyka modelu i ograniczone;j
odpornosci FS. Normalizacja RM przez pelny przedzial niepewnosci [VaR,) 495, VaR.995]
pozwala oceni¢ wzgledng skale odchylenia: przyktadowo RM = 31.04% przy a; oznacza, ze
btad wzgledem FS realizuje okoto jednej trzeciej dostepnego przedziatu, podczas gdy wartoSci
rzedu 7-12% obserwowane dla niektdrych kopul Archimedesa sygnalizuja mniejsza, cho¢ nadal
istotna, czgs$¢ tego pasma. CaloSciowo wyniki potwierdzajg ograniczong odporno$¢ FS na
btedng lub niekompletng specyfikacje zaleznosci: przy braku informacji lub nieokreslonych
ogonach ryzyko bywa zanizane, a przy wybranych rodzinach kopuli moze by¢ takze zawyzane.
Z perspektywy zarzadczej uzasadnia to prowadzenie analiz wrazliwoSci na klase zaleznoSci,
raportowanie pasm wartoSci VaR, wlaczanie ustalefi do ORSA oraz weryfikacje 1 dostrajanie
programéw reasekuracyjnych.

W przeprowadzonej powyzej ocenie ryzyka modelu przyjmuje si¢, ze kazde zatozenie jest
réwnie istotne. Podejscie opisane w podrozdziale 4.4.2 rozszerza t¢ koncepcje, wprowadzajac
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czynniki z;, ktére przypisujg kazdemu z zatozen okreSlony stopien istotnosci w modelu. Zatem
dodajemy kolejne informacje na temat struktury zaleznosci, okreSlajac ich istotnos¢ z;: od
znajomosci rozktadéw brzegowych i braku informacji o strukturze zaleznosci (ap), przez opis
zaleznoS$ci za pomoca macierzy korelacji (a2), az po kalibracje kopul Archimedesa dla zadanej
wartos$ci korelacji liniowej (a3).

k (M(()gké)s’ 2k ﬁ > (AM(()?JQ)S’ Ay, By,
m(()gké)s) Jj=2 ’ Am(()gg)s)

1 (275, 1793) - - - _

2 (370, 1648) 0.7 0.7 (95, -145) (341.5, 1691.5)

3 (1234.91, 1501.83) 0.7 0.49 (864.91, -146.17) (765.3, 1619.9)

Tabela 6.8: Granice wiarygodnoSci.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Wyniki przedstawione w Tabeli 6.8 wskazuja, ze wprowadzanie kolejnych zatozen dotycza-
cych struktury zaleznosci prowadzi do zawezania przedziatéw niepewnosci modelu (A, By).
Zastosowanie wspofczynnika istotnosci z; = 0.7 oznacza, ze kazdemu nowemu zatozeniu przy-
pisano 70% jego wiarygodnosci. Oznacza to czeSciowe, lecz niepetne ograniczenie niepewno-
Sci wynikajacej z braku petnej informacji o strukturze zaleznoSci miedzy czynnikami ryzyka.
Ostateczny przedzial ryzyka redukuje si¢ do (Asz, B3) = (765.3, 1619.9), odzwierciedlajac
skumulowany wpltyw wprowadzanych zatozen o strukturze zaleznosci. Dla uzyskanego prze-
dziatu wiarygodnosci (As, B3), odpowiadajacego warto$ciom (CLB, CUB), obliczono miary
CAM 1 CRM zgodnie z podrozdziatem 4.4.2. Miary te umozliwiaja iloSciowg ocen¢ ryzyka
modelu, uwzgledniajac stopieft wiarygodnosci przyjetych zatozen oraz pozwalaja na relatywne
poréwnanie odpornosci modelu FS na niepewnos$¢ w opisie struktury zaleznosci.

Miara CAM okresla r6znice pomiedzy gorng granica przedzialu wiarygodnoSci a wartoscig

referencyjna Var\™>)..

0.995-
CUB - VaR\|>.
CAM = ) —= % 100%. (6.59)
VaR) 595

Miara CRM wyraza polozenie wartoSci referencyjne;j VaR(()I;SQ)5 wewnatrz przedziatu nie-

pewnosci [CLB, CUB] i odnosi to polozenie do catkowitej szeroko$ci przedziatu:

CUB — VarR™)

CRM = lii C£§95><100%. (6.60)

Uzyskane wartoSci tych miar przedstawiono ponizej (tab. 6.9):
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Miara Wartos¢

CAM 22.53%

CRM 34.86%

Tabela 6.9: Wartos$ci miar CAM i CRM dla przedzialu wiarygodnosci (CLB, CUB).

Zrédto: Opracowanie wlasne.

Warto§¢ CAM = 22.53% wskazuje, ze zastosowanie korelacji liniowej w ramach metody
FS prowadzi do niedoszacowania wymaganego kapitatu o 22.53% wzgledem wartoSci wynika-
jacej z najbardziej niekorzystnej, dopuszczalnej struktury zaleznoSci. Z kolei, CRM = 34.86%
odzwierciedla wzgledny poziom ryzyka modelu, uwzgledniajacy szerokoS¢ calego przedziatu
niepewnoSci. Oznacza to, ze okolo 34.86% potencjalnego przedzialu niepewnosci struktury
zalezno$ci mozna przypisaé ryzyku wynikajacemu z przyjecia uproszczonego zatozenia o li-
niowej korelacji w metodzie FS. Przy zastosowanym wspéfczynniku wiarygodnosci z; = 0.7,
reprezentujagcym 70% poziom istotnoSci do kolejnych zatozen dotyczacych struktury zalezno-
Sci, uzyskane wartosSci CAM 1 CRM odzwierciedlaja czeSciowa redukcje niepewnosSci modelu,
wynikajacg z niepetnej informacji o zalezno$ciach miedzy czynnikami ryzyka.

Pojawia si¢ zatem pytanie, jakg dodatkowa kwote kapitatlu powinien utrzymywac ubezpie-
czyciel stosujacy metode FS, aby zabezpieczyC si¢ przed ryzykiem modelu wynikajacym z
niejednoznacznosci korelacji liniowej przy opisie struktury zaleznos$ci. Odpowiedzi dostarcza
miara MoRC, opisana w rozdziale 4.4.2, ktéra faczy wzgledng miar¢ ryzyka modelu (CRM)
z rozpigtoScig granic wiarygodnoSci ryzyka (CUB oraz CLB) i formalnie definiowana jest
nastepujaco:

MoRC(CRM,CUB,CLB, f) = f(CRM) - (CUB — CLB), 6.61)

Warto$¢ f(CRM) interpretuje si¢ jako udzial maksymalnego wymaganego kapitatu.

Dla funkcji f(x) = x> otrzymano warto§¢ MoRC = 103.8. Oznacza ona dodatkowa kwote
kapitatu, jaka ubezpieczyciel powinien utrzymywac w celu zabezpieczenia si¢ przed potencjal-
nym btedem wynikajacym z przyjetej struktury zaleznoSci. Warto$¢ ta odzwierciedla wielkoS¢
rezerwy kapitalowej odpowiadajacej niepewnosci modelowej, stanowigc miare wrazliwosSci wy-
niku metody FS na zatozenia dotyczace zaleznoSci miedzy rodzajami ryzyka.

Wsp6tczynniki z; w wyznaczaniu CLB i CUB mozna interpretowac jako udzial kolejnych
zatozen dotyczacych struktury zalezno$ci w procesie oceny ryzyka modelu. Okreslajg one sto-
pien istotnosci, z jakim dane zatozenie jest uwzglednione w budowie przedzialu wiarygodnosSci:
przy z; = 1 wplyw danego zatozenia jest w petni odzwierciedlony, natomiast przy z; = 0 nie
jest on w ogole brany pod uwage. Wartosci posrednie 0 < z; < 1 odpowiadajg czeSciowej
wiarygodno$ci informacji o zaleznoSci i umozliwiajg modelowanie stopniowej redukcji nie-
pewnosci w miar¢ wprowadzania dodatkowych zatozen. W kontekscie metody FS, w ktdrej
odpornos$¢ na btedna specyfikacje struktury zalezno$ci miedzy ryzykami ubezpieczyciela ma
kluczowe znaczenie dla adekwatnoSci wymaganego kapitalu SCR. Ponizej (rys. 6.7) przedsta-
wiono wrazliwo$¢ granic przedziatu [CLB(z), CUB(z)] w funkcji wartosci wspoétczynnika z,
ilustrujacg wplyw poziomu wiarygodnoSci zatozeni na szerokoS¢ przedziatu niepewnosci.
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Rysunek 6.7: Przedziat [CLB(z), CUB(z)] w funkcji z.
Zrédto: Opracowanie wlasne.

Na Rysunku 6.7 przedstawiono zalezno$¢ przedzialu niepewnosci [CLB(z), CUB(z)] od
parametru z, ktory odzwierciedla stopien uwzglednienia kolejnych zatozeni dotyczacych struk-
tury zaleznosci. Widoczny jest asymetryczny charakter zmian: dolna granica CLB(z) ro$nie
w tempie szybszym niz maleje gérna granica CUB(z). Zjawisko to wskazuje na asymetri¢
wrazliwosci metody FS na btedng specyfikacje macierzy korelacji, co oznacza, ze ryzyko
niedoszacowania wymaganego kapitatu jest istotnie wigksze niz ryzyko jego przeszacowania.
Dodatkowo, wartoS¢ VaR 995 uzyskana w ramach metody FS znajduje si¢ relatywnie wysoko
wzgledem mozliwego przedziatu wartoSci, co sugeruje, ze przy alternatywnych strukturach
zalezno$ci poziom wymaganego kapitalu mégtby byc istotnie nizszy.
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Podsumowanie

W dyrektywie Solvency II kluczowym elementem procesu wyznaczania wymogoéw kapi-
talowych jest sposob agregacji ryzyka poszczegdlnych modutéw i podmodutéw. Agregacja ta
jest bezpoSrednio determinowana przez przyjeta strukture zalezno$ci pomiedzy rodzajami ry-
zyka. Formula standardowa przyjeta w dyrektywie zaktada, ze zaleznoSci te maja charakter
liniowy, a ich wartosci zostaty okreslone jednolicie dla wszystkich zaktadéw ubezpieczen w
Unii Europejskiej. Takie ujednolicenie struktury zaleznosci upraszcza proces wyznaczania wy-
mogu kapitatowego, jednak moze prowadzi¢ do jego niedoszacowania lub przeszacowania w
przypadku wystepowania nieliniowych lub asymetrycznych wspétzalezno$ci pomiedzy czynni-
kami ryzyka. Tworcy dyrektywy sa Swiadomi ograniczen tego podejscia, dlatego dopuszczaja
mozliwo$¢ budowy modeli wewnetrznych, ktére lepiej odzwierciedlajg profil dziatalno$ci ubez-
pieczyciela.

W pracy skoncentrowano si¢ na analizie wptywu blednej specyfikacji struktury zalezno-
Sci na oszacowanie kapitalowych wymogéw wypltacalnosci. Punktem ciezkoSci badari byta
iloSciowa ocena ryzyka modelu formuly standardowej, wynikajacego z niepewnosci wspot-
zaleznoS$ci miedzy rodzajami ryzyka, ze szczegélnym uwzglednieniem wrazliwoSci wynikéw
na specyfikacje macierzy korelacji oraz niepewnoSci w ogonach rozkfadéw. Réwnie waznym
etapem bylo autorskie opracowanie 1 zastosowanie nieparametrycznego podejscia, faczacego
kopule ze sztucznymi sieciami neuronowymi, przeznaczonego do agregacji ryzyka w sposob
doktadniej odzwierciedlajacy rzeczywistg strukture zaleznoSci.

Za cel gléwny badan przyjeto iloSciowg ocene ryzyka modelu standardowej formuly
agregacji wymogéw kapitalowych w ramach Solvency II, wynikajacego z niepewnoSci
struktury zaleznosci mi¢dzy rodzajami ryzyka, oraz opracowanie i porownanie alterna-
tywnych metod agregacji opartych na kopulach i uczeniu maszynowym, mozliwych do
zastosowania w modelach wewnetrznych. Uzyskane wyniki postuzyly do oceny odpornosci
miary SCR oraz efektu dywersyfikacji na skrajne scenariusze wspétzaleznosci.

Podsumowujac przeprowadzone dziatania, ktére pozwolily na osiggniecie postawionego
celu, w trakcie analizy:

» zbadano wrazliwo$¢ oszacowan SCR oraz efektu dywersyfikacji na niepewnos¢ elemen-
téw macierzy korelacji przyjetej w FS (identycznej dla wszystkich zaktadéw w UE),

* sprawdzono konsekwencje niepewnosci zalezno$ci ogonowych, ktérych korelacja liniowa
nie wychwytuje w ocenie wymogow kapitalowych,

» zweryfikowano wptyw wyboru klasy kopuli i jej parametréw na wyniki agregacji,

* opracowano i poréwnano alternatywne procedury agregacji ryzyka — parametryczne (ka-
skady kopul) oraz nieparametryczne, integrujace kopule z gltebokimi sieciami neurono-
wymi, ktére pozwalajg wierniej odwzorowa¢ nieliniowe i asymetryczne wspoétzaleznosci
obserwowane w danych,

* oszacowano miary ryzyka modelu FS i na ich podstawie zidentyfikowano przypadki
niedoszacowania lub przeszacowania SCR przy stosowaniu FS,

* sformutowano wnioski dotyczace odpornosci FS.
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Realizacje gtéwnego celu pracy rozpoczeto od zaprezentowanej w rozdziale pierwszym
charakterystyki systemu Solvency II oraz analizy sposobu agregacji ryzyka w poszczegdlnych
modutach i podmodutach. W pierwszej kolejnosci przedstawiono podstawowe zalozenia FS
oraz metody wyznaczania wymogu kapitalowego. Nastepnie przeprowadzono analizg literatury
przedmiotu, obejmujaca zarOwno ograniczenia formuly standardowej, jak 1 dotychczasowe
badania nad konstrukcjg oraz zastosowaniem modeli wewn¢trznych.

W drugim rozdziale pracy zaprezentowano analiz¢ literatury poSwigcong metodom agrega-
cji ryzyka, ze szczegélnym uwzglednieniem modeli opartych na teorii kopuli oraz ich zasto-
sowaniu w sektorze ubezpieczeniowym. Na podstawie analizy literatury dokonano klasyfikacji
podejs$¢ badawczych ze wzgledu na zakres dostepnej informacji o strukturze zalezno$ci migdzy
ryzykami, wyrézniajac przypadki pelnej wiedzy o rozktadzie wielowymiarowym, czgSciowe]
znajomoSci struktury zaleznos$ci oraz znajomosci jedynie rozktadéw brzegowych.

W trzecim rozdziale przedstawiono charakterystyke metod uczenia maszynowego. Wska-
zano na niezwykle wazne aspekty dla prowadzonych badari dotyczacych mozliwoSci taczenia
uczenia maszynowego z kopulami, w szczegdlnosci do estymacji, identyfikacji struktur zale-
znoSci oraz do redukcji wymiaru i generowania syntetycznych danych uczacych.

W rozdziale czwartym szczeg6lng uwage poSwiecono zagadnieniu ryzyka modelu. Przed-
stawiono autorska klasyfikacje ryzyka modelu wedlug rodzajéw i Zrédet. W szczegdlnoSci
uwage skupiono na ryzykach wynikajacych ze stosowania FS oraz potencjalnych zagrozeniach
zwigzanych z modelami wewnetrznymi. Przedstawiono ramy oceny ryzyka modelu.

W trakcie badan opracowano 1 wytrenowano autorska architekture sieci neuronowej, dosto-
sowang do specyfiki danych ubezpieczeniowych oraz charakterystyki analizowanych zmiennych.
Opracowane modele agregacji ryzyka stanowig fundament przeprowadzonych analiz, gdyz na
ich podstawie dokonano oceny jakoSci odwzorowania struktury zalezno$ci mi¢dzy rodzajami
ryzyka oraz doktadnosci oszacowania wymogu kapitalowego. W celu zbadania jakos$ci mo-
deli zastosowano zestaw miar dopasowania, obejmujacy logarytm wiarygodnoSci, odlegtos¢
energetyczng (Energy Score) oraz wariogramowa (Variogram Score). Miary te umozliwiajg
iloSciowa ocene zgodnoSci rozktadéw generowanych przez model z danymi rzeczywistymi, a
takze poréwnanie precyzji modeli parametrycznych i nieparametrycznych. W czesci dotycza-
cej modelowania zaleznoS$ci wykorzystano dane pochodzace ze sprawozdan SFCR niemieckich
ubezpieczycieli dla ubezpieczen majatkowych. Wyniki estymacji przedstawiono w rozdziale
piatym.

W dalszej czesci pracy, w rozdziale szostym, opracowano i zaimplementowano autorski
zestaw metod stuzacych do iloSciowej oceny ryzyka modelu wynikajgcego z biednej specyfi-
kacji struktury zalezno$ci pomiedzy rodzajami ryzyka. Zaprojektowane algorytmy pozwalaja
analizowa¢ wptyw poziomu informacji o zaleznosciach na wynik agregacji oraz na wartos¢
zagregowanej miary ryzyka VaR. W ramach przeprowadzonych badan rozpatrzono przypadki
wskazujace na brak jednoznacznoSci w opisie struktury zaleznosci przez korelacje liniowa oraz
zbadano, jaki wplyw maja zaleznosci w ogonach rozktadéw.

Opracowane metody umozliwiajg oszacowanie miar ryzyka modelu FS i na ich podstawie
zidentyfikowanie przypadkéw niedoszacowania lub przeszacowania SCR przy stosowaniu FS.
Wyniki uzyskane w tej czgsci badan stanowiag podstawe do oceny odpornosci formuly stan-
dardowej oraz wskazuja kierunki mozliwej modyfikacji metodyki agregacji ryzyka w ramach
modeli wewnetrznych.

Gl6éwny cel pracy zdekomponowano na cele szczegétowe, z ktdrych pierwsze dotycza ujecia
poznawczego i teoretycznego, natomiast kolejne odnosza si¢ do czesci empirycznej. W tabe-
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lach ponizej przedstawiono zestawienie celow wraz z przypisanymi im rozdziatami (etapami
realizacji) oraz opisem podejScia badawczego. W Tabelach 6.10 - 6.12 zaprezentowano sche-
mat prezentacji zrealizowanych celéw wraz z przypisanymi rozdziatami, w ktérych opisano
podejscie badawcze, podane rowniez w wersji skréconej. Pierwsza Tabela 6.10 obejmuje cele o
charakterze poznawczym, odnoszace si¢ do przegladu literatury, analizy formuly standardowe;j
oraz opracowania podstaw metodologicznych. W Tabelach 6.11 - 6.12 zawarto informacje o
potwierdzonych hipotezach badawczych wraz z informacjami o wynikach empirycznych, ktére
je potwierdzaja.

Dla czytelnej prezentacji tabel wprowadzamy skréty dla Rozdziatéw - Rozdz., natomiast
przez H - hipotezy.

Tabela 6.10: Zestawienie realizacji celéw badawczych w rozdziatach pracy

Cel Rozdz.  Opis podejscia badawczego

1.1 Przedstawiono tto historyczne poprzedzajace wdrozenie dyrektywy Solvency
II. Zaprezentowano gtéwne zatozenia trzech filaréw dyrektywy oraz omo-
wiono ich znaczenie dla funkcjonowania i nadzoru zaktadéw ubezpieczen.

1.2 Opisano FS zawarta w dyrektywie Solvency 11, a takze przedstawiono metode
agregacji kapitalowych wymogéw wyptacalnosci z wykorzystaniem pode;j-
Scia wariancji—kowariancji. Scharakteryzowano sposob, w jaki agregowane
s poszczegblne moduly i podmoduly ryzyka zdefiniowane w ramach FS.

1.3 Omoéwiono zainicjowane przez EIOPA badania iloSciowe (Quantitative Im-
pact Studies-QIS) wraz z przedstawieniem ptynacych z nich wnioskéw oraz
wskazaniem zidentyfikowanych watpliwosSci dotyczacych praktycznego sto-

C2 sowania FS.

1.4 Przeanalizowano wymagania, jakie musi spetni¢ zaktad ubezpieczen ubiega-
jacy sie o zgode na wdrozenie modelu wewnetrznego. Wskazano kluczowe
kryteria, procedury oraz znaczenie nadzoru w procesie zatwierdzania modelu
wewnetrznego.

2.1 Zdefiniowano pojecie miary ryzyka oraz przedstawiono wlasnosci koherent-
nej miary ryzyka. Wprowadzono definicje miar Value at Risk oraz Expected
Shortfall.

Kontynuacja na nastgpnej stronie.
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Tabela 6.10: (cd.) Zestawienie realizacji celéw badawczych w rozdziatach pracy

Cel

Rozdz.

Opis podejscia badawczego

C3

2.2

23,24,
2.5

2.6

Przedstawiono grupy metod agregacji ryzyka w zaleznos$ci od sposobu mo-
delowania zaleznoSci miedzy czynnikami ryzyka. Oméwiono podejScia nie-
uwzgledniajace zaleznosci oraz metody, w ktérych zaleznoSci sa modelowane
z wykorzystaniem funkcji kopuli. Z przeprowadzonego studium literaturo-
wego wynika, ze kluczowg kwestig w agregacji ryzyka i wyznaczaniu efektu
dywersyfikacji jest identyfikacja struktury zalezno$ci migdzy agregowanymi
czynnikami ryzyka.

Zdefiniowano w sposéb formalny kopule jako narzedzie modelowania za-
leznoSci migdzy zmiennymi losowymi. Oméwiono gtéwne rodziny kopul
wykorzystywanych w analizie ryzyka, w tym kopule eliptyczne, kopule Ar-
chimedesa, kaskady kopul oraz kopule nieparametryczne. Przedstawiono ich
wilasciwosci, ze szczegdlnym uwzglednieniem sposobu opisu zaleznoSci w
ogonach rozktadéw oraz mozliwosci dopasowania do danych empirycznych.

Dokonano przegladu literatury dotyczacej agregacji ryzyka w zaleznoSci od
dostepnej informacji na temat struktury zaleznoSci miedzy czynnikami ry-
zyka. Zaproponowano autorski podzial metod na trzy grupy: obejmujace
przypadki znanych rozktadéw brzegowych przy braku informacji o struktu-
rze zaleznoSci, czgSciowej informacji o strukturze zaleznoSci oraz znanego
wielowymiarowego rozkladu agregowanych czynnikéw ryzyka.

C1

3.1

3.2

Omoéwiono najczeSciej stosowane w praktyce ubezpieczeniowej algorytmy
uczenia maszynowego. Przedstawiono ich budowe, zasade dzialania oraz
podstawowe roznice wynikajace z przyjetych zalozefi matematycznych. Za-
prezentowano takie algorytmy jak: maszyna wektoréw nosnych, glebokie
sieci neuronowe, drzewa decyzyjne, lasy losowe oraz metody wzmacniania
gradientowego.

Przeprowadzono przeglad badani dotyczacych wykorzystania metod ucze-
nia maszynowego w aktuariacie i ubezpieczeniach, wskazujac gtéwne ob-
szary ich zastosowan. W szczegdélnoSci oméwiono uzycie algorytméw w
procesach taryfikacji i wyceny sktadek, prognozowania rentownosci klien-
tow, detekcji oszustw ubezpieczeniowych, modelowaniu rezerw techniczno-
ubezpieczeniowych, analizie ryzyka kredytowego, ocenie prawdopodobien-
stwa szkdd oraz wykorzystaniu danych telematycznych i big data w ubezpie-
czeniach.

Kontynuacja na nastgpnej stronie.
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Tabela 6.10: (cd.) Zestawienie realizacji celéw badawczych w rozdziatach pracy

Cel

Rozdz.

Opis podejscia badawczego

33

Dokonano przegladu literatury dotyczacej wzajemnych zastosowar kopul i al-
gorytméw uczenia maszynowego, co pozwolito na opracowanie autorskiego
podziatlu metod na trzy grupy. Pierwsza z nich obejmuje wykorzystanie kopul
w procesie redukcji wymiaru, w tym selekcje zmiennych na podstawie zalez-
noSci mi¢dzy zmiennymi objasniajacymi oraz analiz¢ zaleznoSci pomiedzy
zmiennymi obja$niajacymi a zmienng objasniang. Druga grupa dotyczy za-
stosowania algorytmdow uczenia maszynowego w estymacji kopul, obejmujac
wykorzystanie sieci neuronowych do aproksymacji generatora kopul Archi-
medesa, ustalania porzadku drzewa w kaskadach kopul oraz uzycia genera-
tywnych sieci neuronowych do tworzenia realizacji zgodnych z wlasno$ciami
kopul. Trzecia grupa odnosi si¢ do generowania danych syntetycznych prze-
znaczonych do trenowania modeli uczenia maszynowego, co ma szczegdlne
znaczenie w konteksScie ograniczonej dostepnosci 1 wrazliwosci danych rze-
czywistych. Przedstawiono nieparametryczny algorytm odwzorowujacy dane
rzeczywiste, z ktérego mozna wygenerowac realizacje i wykorzystujac je do
uczenia algorytméw uczenia maszynowego.

C4

4.1

4.2

4.3

Przedstawiono znaczenie ryzyka modelu w dziatalnoSci instytucji finanso-
wych, ze szczegélnym uwzglednieniem jego wplywu na stabilno$¢ sys-
temu finansowego, zgodnos¢ regulacyjng oraz procesy decyzyjne. Oméwiono
gléwne obszary, w ktérych ryzyko modelowe odgrywa kluczowa role oraz za-
prezentowano przyktady historycznych zdarzen, ktére pokazujg konsekwencje
wykorzystania modelu z btednymi zatozeniami.

Przedstawiono klasyfikacje rodzajéow ryzyka modelu, wskazujac ich wystepo-
wanie i znaczenie w ramach Solvency II. Omdéwiono cztery gléwne obszary:
ryzyko koncepcyjne, ryzyko implementacji algorytméw, ryzyko wynikajace
z jakoSci danych oraz ryzyko nadmiernego dopasowania modeli. Opisano
etapy modelu, na ktorych te ryzyka moga wystepowac, wskazujac ich wplyw
na doktadno$¢ obliczen SCR.

Przedstawiono gtéwne Zrddia ryzyka modelu, wskazujac ich znaczenie w
kontekscie Solvency II. Omoéwiono trzy zasadnicze grupy czynnikéw: ludzki,
technologiczny i Srodowiskowy, ktére mogg prowadzi¢ do btedéw w kon-
strukcji, implementacji i wykorzystaniu modeli. Podkreslono, ze w ramach
Solvency II istotne jest identyfikowanie tych Zrédet na kazdym etapie cyklu
zycia modelu.

Kontynuacja na nastgpnej stronie.
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Tabela 6.10: (cd.) Zestawienie realizacji celéw badawczych w rozdziatach pracy

Cel Rozdz.  Opis podejscia badawczego

4.4 W oparciu o studium literaturowe opracowano metody stuzace do identyfi-
kacji ryzyka modelu w dwoch podejSciach: jakoSciowym oraz iloSciowym.
Podejscie jakoSciowe opracowano w kontekScie wymogéw Solvency I, kon-
centrujac si¢ na inwentaryzacji i dokumentacji modelu. Dodatkowo, zwrécono
uwage na jako$¢ danych, niezalezno$¢ walidacji oraz regularne przeglady
modeli, ktére zapewniaja przejrzysto$¢ i zgodnos$¢ z regulacjami. W podej-
Sciu 1loSciowym skupiono si¢ na analizie niepewnosci oraz porownywaniu
modeli alternatywnych. Wprowadzono mierniki wplywu zatozen w ryzyko
modelu, stuzace ocenie, w jakim stopniu poszczegdlne zatozenia wplywaja
na calkowita niepewnos$¢ danego modelu. Zdefiniowano granice wiarygod-
nosci ryzyka (CLB, CUB), ktére okreslaja przedzial niepewnosci dodajac
wiarygodno$¢ zatozert modelu. Kolejne bezwzgledne (AM) i wzgledne (RM)
wskazniki pozwalajg porownac przyjety model z modelem referencyjnym. Ich
rozszerzeniem s3 CAM i1 CRM, uwzgledniajagce wiarygodno$¢ poszczegol-
nych zalozen, umozliwiajace bardziej realistyczng ocene wplywu btednych lub
niepewnych zalozen. Dodatkowo, wprowadzono miernik MoRC, ktéry prze-
ksztalca ocen¢ ryzyka modelowego na wymagang dodatkowa rezerwe kapita-
fowa. Zestaw zaproponowanych miernikow pozwala na iloSciowa, przejrzysta
1 zgodng z regulacjami ocen¢ wptywu przyjetych zatozen na wyniki modelu
oraz zakres niepewnosci zwigzany z ich stosowaniem.

Zrédto: opracowanie wlasne.

179



Tabela 6.11: Podsumowanie wynikéw badan i weryfikacja hipotez - rozdzial 6

Cel Rozdz. Opis podejscia badawczego H  Wnhnioski
6.2  Opracowano Algorytm 3 wyznacza- Uzyskatn © Wl}ll n1kt1 dl;alﬂgfly tmu ARA
jacy parametr zaleznoS$ci dla kopul zgfvclz_zre;a Erlzz(:lrlstol\f/ane \%vo”?a,\ge-
Archimedesa (Claytona, Gumbela, lach 6.7— 6 9 Sv rozdziale széstym
Franka i Joe), odpowiadajacy za- L .
danej korelacji liniowej. Algorytm p th1erdzaj b 7e S truktura zaleznosci
faczy metode siecznych i bisekcji, mu;d;y rlyzykgml ma kluczowe zna-
co zapewnia wysoka dokladnosé czenie dla poziomu ryzyka modelu.
oraz stabilno$¢ obliczen Przeprowac‘iz.one ana lizy wyl‘iazaly,
) ze przy takiej samej wartosci wspot-
6.3  Wykorzystujac podejScie wielokry- czyn.nikfl 1‘<(‘)relac,j.i liniowej ksztalF
terialne oparte na dominacji Pareto, zaleznosci JGSt, rozny, co p r?“fadm do
opracowano Algorytm 2 umozli- ZNaczaco odmiennych wyglkow agre-
wiajacy wyznaczenie takiej struk- gacit ryzyka. Oznacza fo, ze korelaga
tury zaleznoSci miedzy ryzykami, hnlowg, stosowana w FS n}e'od('laje
ktora przy zadanej korelacji linio- w petni charakterlf ZE‘IICZHOSCI migdzy
wej maksymalizuje warto$¢ VaR. ryzykami, szczegolm,e w obsz‘afach
7 ekstremalnych warto$ci. Wyniki ba-
6.1  Opracowano Algorytm I umozli- g3 dad WS}(aZ‘%J'% ze ogony rozklafiéw
C8 wiajacy analize wrazliwosci war- odpowiadajgce sytuacjom skrajnym
tosci VaR na zmiany wspélczyn- H4  majg istotny udzial w ksztattowaniu
Cs nikéw korelacji miedzy rodzajami catkowitego ryzyka portfela, co uza-
ryzyka. Algorytm modyfikuje wy- sadnia potrzebe ich jednoznacznego
brane wartosci w macierzy korela- modelowania. Wykorzystanie ilo$cio-
cji, wyznaczajac przedziat mozli- wych miernikéw ryzyka modelowego
wych VaR. Dodatkowo, algorytm umth.\‘zvﬂo Ponadto, identyfikacje
moze zostaé¢ wykorzystany do okre- sytuacji, w ktorych FS prowadzi do
Slenia przedziatu istotnosci zmian przeszacowania lub niedoszacowania
w macierzy korelacji. wymogow kapitatowych. Opracowane
algorytmy pozwalaja ocenié zakres
6.4  Opracowano Algorytm 4 wykorzy- niepewnosci w estymacji wymaga-

stujacy znieksztalcong mieszanke
kopul (Distorted Mix Copula,
DMC) w potaczeniu z metodg sy-
mulowanego wyzarzania badajacy
wplyw zalozefi w ogonie na VaR.
Znana jest struktura zaleznosci w
obszarze centralnym, natomiast nie-
pewna jest zalezno$¢ w ogonach
rozktadow.

nego kapitatu.

Zrédto: opracowanie wlasne.
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Tabela 6.12: Podsumowanie wynikéw badan i weryfikacja hipotez - rozdziat 5

Cel Rozdz. Opis podej$cia badawczego H Whioski
) . Przeprowadzone badania pokazujg, ze za-
> Pr.zedstaw1.ono metode dopasowa.nla stosowanie sieci neuronowych do jedno-
Wlelowyrplarowego rozkladu.z uzy- czesnej estymacji rozktadéw brzegowych
01e'rn 51ec.1 neuronf)wych, obe]mu].ch i struktury zaleznoSci umozliwia ela-
OPTS a.rch1tektu.ry 1 sposobu uc'zf:nla styczne modelowanie wielowymiarowego
oplsu! qc.funkqe celu zapewniajgce rozktadu ryzyk bez przyjmowania ogra-
spelnienie warunkéw teoretycznych dla niczajacych zatozeri parametrycznych.
ro.zkladéw brz?gowych ! kol?u.h. Omg- Model nieparametryczny znacznie lepiej
wiono narzqdma. oceny J.ak.OSCI dopasc,)-’ opisat dane rzeczywiste, co potwierdzaja
wania, w tym miary takie jak odleg.l.osc wyzsze warto$ci log-wiarygodnosci oraz
energetyczna, stuzace do weryfikacji nizsze warto$ci miar Energy Score i Va-
zgodnosci z danymi rzeczywistymi. riogram Score. Lepsze odwzorowanie
i struktury zalezno$ci miedzy ryzykami
5.2 Przedstawiono charakterystyke danych przetozylo sie bezposrednio na wyzszy
wykorzystanych w badaniach. efekt dywersyfikacji — 0.56 w poréwnaniu
; . do 0.28 dla FS i okoto 0.35 dla modeli
5.3 ?o.rownano podejScie parametr?{czr}e parametrycznych. Wyniki te wskazuja,
! nlepal.rametryczne do §stymaCJ ! ,V,VI?_ Ze stosowanie uproszczonych zaleznosci
lowymiarowych modeli. W podejsciu H1 liniowych moze prowadzi¢ do przesza-
C8 parametrycznym rozklady brzegowe cowania ryzyka i niedoszacowania dy-
dopasowano metodaz.MLE z wybo- H2  wersyfikacyjnego, natomiast opracowana
fem wedlug BIC (najlepszy rozklad. metoda pozwala wyznaczy¢ rzeczywistg
logistyczny) oraz modelowano zalez- strukture zaleznosci.
noSci kopulami C-vine i D-vine. W
podejsciu nieparametrycznym uzyto
sieci neuronowych do estymacji rozkta-
déw brzegowych i kopuli. Poréwnanie
modeli przeprowadzono dwutorowo:
poréwnano rozktady brzegowe parame-
tryczne i nieparametryczne na zbiorze
testowym, wykorzystujac transformacije
PIT i test Kotmogorowa—Smirnowa,
natomiast jako$¢ generowanych reali-
zacji z rozkladow wielowymiarowych
oceniono na danych rzeczywistych z
wykorzystaniem miar energetycznych
Energy Score i Variogram Score.
54  Wyznaczono efekt dywersyfikacji w

oparciu o podej$cia parametryczne FS
i kopule C-vine i D-vine oraz podej-
Scie nieparametryczne wykorzystujac
sieci neuronowe. Otrzymane wyniki
zestawiono z przypadkiem braku in-
formacji na temat struktury zalezno$¢i
wykorzystujac algorytm ARA.
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Z przeprowadzonych badan wynika, ze model estymacji wielowymiarowego rozktadu oparty
na sieciach neuronowych pozwala znaczaco poprawi¢ odwzorowanie struktury zalezno$ci mi¢-
dzy poszczegdlnymi rodzajami ryzyk. Model ten wyrdznia si¢ wigkszg elastycznoScig oraz
zdolnoScig do uchwycenia ztozonych, nieliniowych i asymetrycznych zaleznosci w poréwnaniu
z klasycznymi podejSciami parametrycznymi, takimi jak kaskady kopul typu C-vine 1 D-vine.

Dzigki zbudowanym algorytmom i miarom oceny ryzyka modelowego mozliwa bylta szcze-
gbtowa analiza wptywu btednej specyfikacji zaleznoSci na poziom kapitalowego wymogu wy-
ptacalnosci, wyznaczanego zgodnie z formulg standardowg dyrektywy Solvency II. Wyniki
badan jednoznacznie wskazuja, Zze agregacja oparta na zalozeniu o stalej liniowej korelacji
moze prowadzi¢ zardwno do przeszacowania, jak i niedoszacowania wymaganego kapitatu.

W zwiazku z powyzszym potwierdzona zostata prawdziwos$¢ hipotezy gtéwnej pracy, zgod-
nie z ktérg niepewnos¢ struktury zaleznos$ci miedzy rodzajami ryzyka generuje istotne
ryzyko modelu w formule standardowej Solvency II, przez co wyniki SCR i efekt dywer-
syfikacji uzyskane z FS nie sg odporne na skrajne scenariusze wspoélzaleznosci, natomiast
metody agregacji oparte na kopulach i uczeniu maszynowym, lepiej odwzorowujace rze-
czywiste zaleznoSci, dostarczajg stabilniejszych i bardziej adekwatnych oszacowan.

Podkresla to kluczowe znaczenie stosowania zaawansowanych metod, umozliwiajacych do-
ktadniejsze modelowanie struktury zaleznoSci, szczegdlnie w kontekscie oceny wyptacalnosci
zaktadéw ubezpieczen.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna zaktadom ubezpieczen rekomendowaé wiacze-
nie iloSciowej oceny ryzyka modelu do statych proceséw zarzadczych, w szczegdlnoSci do
ORSA 1 planowania kapitalowego. Praktycznie oznacza to regularne wyznaczanie przedzia-
16w niepewnosci dla VaR, SCR 1 efektu dywersyfikacji oraz przektadanie tych przedziatéw
na bufor kapitatowy, na przyktad z uzyciem wskaznikow AM i RM oraz ich wersji wazonych
wiarygodno$ciag CAM i CRM, a takze miary MoRC, ktéra pozwala wyrazi¢ ryzyko modelu
w jednostkach kapitalu. W raportach wewnetrznych 1 materiatach dla komitetéw ryzyka po-
winny systematycznie pojawiac si¢ zarowno warto$ci punktowe, jak 1 ich pasma wraz z krotka
interpretacja konsekwencji decyzyjnych.

Drugim filarem rekomendacji moze by¢ dyscyplina w badaniu wrazliwosci. Zaktady po-
winny rutynowo analizowaé, jak zmiany elementéw macierzy korelacji przyjetej w formule
standardowej wplywaja na kwantyle strat, oraz konfrontowac t¢ sama wartoS¢ korelacji z roz-
nymi strukturami zaleznosci opisanymi przez kopule. Osobne miejsce trzeba poswieci¢ zalez-
nosciom ogonowym, ktére najmocniej ksztattuja wysokie kwantyle 1 moga odwréci¢ wnioski
co do wielko$ci buforéw. Taki zestaw scenariuszy skrajnych wspétzaleznosci powinien byc
powtarzany cyklicznie, tak aby uchwyci¢ ewentualny dryf w czasie.

Mozna zaleci¢ takze réwnolegle utrzymywanie rozwigzania opartego na formule standar-
dowej oraz alternatywnych modeli agregacji: parametrycznych z wykorzystaniem kopul oraz
nieparametrycznych, ktére faczac kopule z glebokimi sieciami neuronowymi umozliwiaja ela-
styczng estymacji rozktadéw brzegowych i struktury zaleznos$ci. Modele te nalezy poréwnywacé
nie tylko na podstawie wynikéw SCR, lecz takze na podstawie jakos$ci dopasowania do danych
poza préba, wykorzystujac transformacje PIT, test Kotmogorowa—Smirnowa dla rozktadéw
brzegowych oraz miary jakoSci prognoz probabilistycznych dla rozktadéw wielowymiarowych,
takie jak Energy Score 1 Variogram Score. W momencie gdy alternatywny model systematycz-
nie dostarcza wezszych, stabilniejszych pasm niepewnosci i lepszego dopasowania, powinien
on informowac decyzje kapitalowe i parametry reasekuracji, nawet jesli FS pozostaje punktem
odniesienia regulacyjnego.
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Z perspektywy nadzorczej 1 regulacyjnej wnioski prowadza do kilku spéjnych postulatow.
Pozadane jest, aby w sprawozdawczosci nadzorczej pojawit si¢ obowigzek ujawniania prze-
dziatéw niepewnosci dla SCR i efektu dywersyfikacji wraz z opisem metody ich wyznaczania
pod réznymi zalozeniami o zaleznoSciach. Minimalny zestaw scenariuszy ekstremalnych, obej-
mujacy warianty silnych zaleznoSci w ogonach 1 alternatywne struktury kopul przy tej same;j
korelacji liniowej, powinien zosta¢ zdefiniowany i stosowany sektorowo. W modelach wewnetrz-
nych warto wyraznie dopusci¢ rozwigzania oparte na kopulach 1 metodach nieparametrycznych
pod warunkiem spelnienia standardéw walidacyjnych, a wyniki jakos$ci dopasowania powinny
by¢ prezentowane w ujednoliconych szablonach.

W $wietle uzyskanych wynikéw i zidentyfikowanego potencjalu badawczego naturalnym
kierunkiem dalszych prac jest rozwini¢cie oraz integracja opracowanych metod w ramach
bardziej ztozonych struktur modelowania zaleznoSci. W szczegdlnoSci planowane jest potacze-
nie algorytméw zaprezentowanych w rozdziale trzecim, w ktérym konstrukcja drzewa kaskad
kopul zostanie wyznaczona z wykorzystaniem jednej sieci neuronowej, natomiast estymacja
dwuwymiarowych kopul Archimedesa bedzie realizowana przy uzyciu drugiej sieci neurono-
wej, odpowiadajacej za estymacje generatora kopuli Archimedesa. Z kolei, konstrukcja kopuli
DMC, w ktorej parametrycznie modelowany jest zarOwno obszar centralny, jak 1 ogonowy
zaleznoScl, zostanie oparta na algorytmie przedstawionym w rozdziale pigtym. Zwracamy row-
niez uwage, ze opracowany w niniejszej pracy model estymacji rozktadéw brzegowych oraz
wielowymiarowego rozkladu ryzyka z wykorzystaniem sieci neuronowych stanowi uniwer-
salne 1 elastyczne narzedzie analityczne, ktore moze znalez¢ zastosowanie w roznych obszarach
analizy aktuarialnej, modelowania ryzyka oraz zarzadzania kapitalem. Ponizej przedstawiono
rekomendowane kierunki praktycznego wykorzystania opracowanego podej$cia w kontekscie
ubezpieczen i analiz aktuarialnych:

* modelowanie wysokosci szkody (severity) - estymacja rozktadu wyplaty pojedyncze;j
szkody na podstawie cech klienta, rodzaju ubezpieczenia lub charakterystyki zdarzenia
szkodowego,

* modelowanie czgstosci szkdd (frequency) - okre§lanie rozktadu liczby szkéd w zadanym
okresie dla danego ubezpieczonego lub grupy, bez koniecznos$ci zaktadania klasycznego
rozktadu dyskretnego (np. rozktadu Poissona),

* wyznaczanie brzegowych rozktadéow wyptat w rezerwach szkodowych - estymacja roz-
ktadu ptatnosci w kolejnych latach rozwoju szkody, wykorzystywana w modelach IBNR
oraz RBNS,

* modelowanie zaleznoSci migdzy czestoscig a wysokoscig szkdd - wspolne modelowanie
czestosci 1 severity jako zmiennych wspétzaleznych (np. klient o wysokiej czgstosci szkod
ma tez tendencje do wysokich wyptat),

* rezerwy techniczno-ubezpieczeniowe - modelowanie zaleznoSci pomigdzy liniami bizne-
sowymi, rozwojem szkody a wyptatami w r6znych okresach rozliczeniowych,

* wyceny ryzyka - wspdlna analiza prawdopodobienistw wyptaty w wielu liniach ubezpie-
czen w celu wyceny ryzyka portfela lub pakietu produktéw,
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* ryzyko katastroficzne - modelowanie wspotwystepowania szkéd (np. burze, powodzie)
w roznych lokalizacjach lub segmentach portfela, gdzie zaleznoSci s silne, nieliniowe i
asymetryczne,

* ubezpieczenia zdrowotne i1 na zycie - modelowanie zaleznoSci miedzy dlugoscia zycia,
wiekiem zachorowania, czasem leczenia, kosztami leczenia itd. w ramach produktéw
dlugoterminowych.
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